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 لنډیز 

نیمه دوه  لپاره  حل  د  معادلو  تفاضلي  کسري  خطي  د  کې  څېړنه  دې  تحلیلي  په 

او د هوموتوپي انالیز مېتود، سره پرتله شوي دي.  مېتودونه، یعنې د تغیر تکرار مېتود

کولو بنسټ د خطا د کمېدو کچه، د مېتودونو ثبات، او د بېلابېلو ډولونو  د دې پرتله

معادلو پر وړاندې د هغوی اغېزمنتیا ده. په دې څېړنه کې د یادو مېتودونو قوي او  

د ورکړل شويو بېلګو، جدولونو   .کمزورې ټکي په تفصیلي ډول وړاندې شوي دي

او ګرافونو په وسیله دواړه مېتودونه ارزول شوي او د دقیق حل سره پرتله شوي دي، 

سافټویر په مرسته ترسره شوی دی. د څېړنې   MATLABچې دا محاسبوي بهیر د  

د موخو د ترلْسه کولو لپاره کیفي ـ تحلیلي څېړنیز مېتود کارول شوی دی. پایلې 

په   کولو  ترلْسه  د  تقریبي حل  د  معادلو  تفاضلي  د خطي کسري  څرګندوي چې 

کنټرول کوونکي پارامتر د دقیق ټاکلو په صورت کې، د هوموتوپي انالیز    hموخه، د  

تحلیلي مېتود لوړ دقت لري او خطا یې کمه ده. په داسې حال کې چې د تغیر نیمه

تکرار مېتود لپاره د دقیق لْګرانژ ضریب موندل زیات وخت او اضافي محاسبوي  
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Abstract  
In this study, two semi-analytical methods Variational Iteration 

Method (VIM) and the Homotopy Analysis Method (HAM) are 

compared for solving linear fractional differential equations. 

The comparison is based on error reduction, the stability of the 

methods, and their effectiveness in handling different types of 

equations. The strengths and weaknesses of these methods are 

presented in detail.Both methods are evaluated using 

representative examples, tables, and graphs, and their results are 

compared with the exact solutions. All numerical computations 

are carried out using the MATLAB software. A qualitative–

analytical research approach is employed to achieve the 

objectives of the study. The results demonstrate that, for 

obtaining approximate solutions of linear fractional differential 

equations, the semi-analytical Homotopy Analysis Method 

provides higher accuracy and lower error when the controlling 

parameter hhh is chosen appropriately. In contrast, determining 

the exact Lagrange multiplier in the Variational Iteration 

Method requires more time and additional computational 

procedures, which reduces the overall efficiency of this method 

Key Words :Linear fractional differential equations; semi-

analytical methods; Variational Iteration Method; Homotopy 

Analysis Method 
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 سریزه

آله  وعلی  والمرسلین محمد، محمد  الأنبیاء  سید  علی  والسلام  والصلاة  العلمین  رب  لله  الحمد 

 وأصحابه أجمعین.

  ې د  د   .او اساسي برخه ده  همهم  هکسري دیفرانسیلي معادلو حل په اوسني عصر کې یو خطي  د  

در  په  حل  معادلو  میتودون  یډول  تحلیلي   ( میتودنو  میتودونوډوله  تحلیلي  نیمه    ددې ع  او  ، 

 ( لْسته راوړلْی شو. ومیتودون

یعنی   ؛ږيېکسري دیفرانسیلي معادلو تقریبي حل پیداکخطي ه تحلیلي میتودونو په مرسته د  یمد ن

ستونزمن او یا   ېپیداکول یحل    دقیقچې  ،  ږيېحل ک  ېهغه کسري دیفرانسیلي معادلې ورباند

کسري دیفرانسیلي معادلو د حل  خطي  د  په نیمه تحلیلي میتودونو کې  اساس  . په دې  ناممکن وي

، میتودونه ديتغیر تکرار منونکي او هوموتوپي انالیز  وړ میتودونه    کارونېاو زیات د    اغېزمن لپاره  

ډولونو په  د بېلا بېلو  کسري دیفرانسیلي معادلو  خطي  لري او د    ې ځانګړن  ېخاص  ې چې هر یو ی

 ږي. ېکارول ک ېحل ک

نیمه تحلیلي میتود  مهم  کسري دیفرانسیلي معادلو د تقریبي حل لْسته راوړلو په موخه  خطي  د  

پوه    یې مړي ځل لپاره د چیناو نظریه د ل  ېکال ی(م  1992)چې پهی؛  تغیر تکرار منونکی میتود د

 .(Chakraverty, 2010 )شوه  ېهي له لوري وړاند

د  میتود    . داید لْګرانژ د ضریبونو د میتود تعمیم یافته شکل د  تغیر تکرار منونکی میتود اصلاً 

مسایلو په حل کې کارول    نورو  روېډ  دخطي کسري دیفرانسیلي معادلو په شمول    ېخطي او غیر 

 ږي. د ېپه موخه معرفي ک  ۍمیتود کې د لْګرانژ ضریب د تصحیح تابع د پیژندګلو   ېده  پ.  کیږي

خطي کسري دیفرانسیلي معادلو حلول  د  انعطاف پذیري    ی اوساده وال  ېمیتود اصلي ځانګړن  ېد

دو  ېمیتود په مرسته دقیق حل ته د رس  ېد  له بل پلوه د    .(۱۴۰۴)صالحي, بیدار, & نوري,    يد

کوي. دغه میتود    یعملیو ترسره کولو څخه مخنیو   دو او اضافيېلپاره د اضافي وخت د ضایع ک

 . (Zill & Cullen, 2009) ويته متقاربه  دقیق حلچې ، د تابع ګانو یوه سلسله تولیدوي

mailto:rjd@wu.edu.af
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دیفرانسلي   ځل لپاره د خطي او غیري خطي کسري  هوموتوپي انالیز مېتود  نظریه د لمړي  د

لپاره د   انالیز مېتود د    وړاندېپواسطه    Liaoمعادلو  پارامتر،     ℏشوه. هوموتوپي   𝐻(𝑡)کمکې 

پارامتر پواسطه د سلسلي تقارب    ℏخطي پارامتر څخه تشکیل شوی دی، چې د     𝐿 کمکې تابع او

 معادلې په آسانۍ سره کنترولیږي، د هوموتوپي انالیز نیمه تحلیلي مېتود په مرسته کسري دیفرانسلي  

 .(۱۳۹۳)حسیني,   حلولْی شو

که څه هم هوموتوپي انالیز مېتود یو پیاوړي نیمه تحلیلي مېتود ګڼل کیږي، خو د خطي کسري 

لپاره   معادلو  دیدیفرانسلي  دروند  او  پیچلی  نسبتأ  تطبیق  مېتود  چې ،  ددې  دادی  دلیل  ددې 

ټاکل پارامتر    ℏته اړتیا لري، د    پارامتر محاسبې   ℏمېتود یو شمیر اضافي برخو لکه د    نوموړي

وساتي او که  دا انتحاب    و د حل تسلسل د دقیق حل سره همغږيتحلیل غواړي تر څ  ځانګړی

او بې  په سم له منځه ځي  نو د حل دقت  . د  (Zill & Cullen, 2009) ثباته کیږي  ډول ونشي 

سلسله په آسانۍ سره دقیق حل ته تقرب    ته د تقریبي حل لپاره لْسته راغلېنوموړي پارامتر په مرس

   .(Shah & Naik, 2022) ،(Lavoie, Osler, & Tremblay, 1976) کوي

 کړنلاره 

ده. د کسري دیفرانسیلي معادلو د تقریبي   د کتابتونې میتود څخه استفاده شوېپدې څیړنه کې  

حل لْسته راوړلو لپاره له نیمه تحلیلي میتودونو څخه استفاده کوو او د دې حل لْسته راوړلو لپاره  

د دیفرانسیلي معادلو د بېلابېلو ډولونو، کسري مشتقاتو او کسري انتیګرالونو څخه استفاده کېږي.  

ره جدولونه او ګرافونه کاروو چې د پیداکولو لپاره یې  همدارنګه د دې ډول حل دقیق ښودلو لپا

 اپلیکیشن څخه استفاده کیږي.   Matlabد 

و متحولینو د مشتقاتو  د یو یا څو مستقلیې    اتهغه معادلې چې د تابع مشتق  .معادله  دیفرانسیلي

عمومي شکل یې په لْندې    .((ZILL, 2009یادېږي  په نوم    ، د دیفرانسیلي معادلېسره رابطه ولري

 ډول دی: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0      (۱) 

mailto:rjd@wu.edu.af
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خطي دیفرانسیلي معادلې او غیرې خطي  .د خطي والي له پلوه د دیفرانسیلي معادلو ډلبندي

 دیفرانسیلي معادلې.

خطي بلل کېږي. کله چې د   ترتیب عادي دیفرانسیلي معادلې -- n  .خطي دیفرانسیلي معادلې

y, y’, . . . , 𝑦(𝑛)      یا هغه دیفرانسیلي معادلې دي، چې لْندې شکل مشتقاتو درجه یو وي او 

 (. (ZILL, 2009 ولري

𝑎𝑛(𝑥)𝑦
(𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝑦

(𝑛−1) +⋯+ 𝑎1(𝑥)𝑦
′ + 𝑎0(𝑥)𝑦 − 𝑔(𝑥) = 0.                  (۲) 

 یا     

   𝑎𝑛(𝑥)
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1(𝑥)

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+⋯+ 𝑎1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0(𝑥) = 𝑔(𝑥).                        (۳) 

𝑛 ( معادلې دوه خاص حالتونه چې  لومړۍ مرتبه ۳د ) = 𝑛 خطي او دویمه مرتبه    1 = خطي    2

 دیفرانسیلي معادلې په لْندې ډول لیکلای شو: 

𝑎1(𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0(𝑥)𝑦 = 𝑔(𝑥)      ,   𝑎2

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0(𝑥)𝑦

= 𝑔(𝑥).              (۴)  
دوې   لْندې  معادلې  یادې  سره  نیولو  کې  پام  په  معادلې  عمومي  د  معادلې  تقاضلي  خطي  د 

,𝑦ځانګړنې لري: د   𝑦’ , . . . , 𝑦(𝑛)  .درجې باید یو وي 

,𝑦د   𝑦’ , . . . , 𝑦(𝑛)    یعنې ټول ضریبونه 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛    باید یوازې د مستقل متحول پورې

 تړلې وي.

هغه دیفرانسیلي معادلې چې خطي نه وي او یا هغه معادلې چې    .غیرخطي دیفرانسیلي معادلې

د مشتقاتو ترمنځ یې غیرې خطي رابطه موجوده وي او یا هم پخپل جوړښت کې مثلثاتي نسبتونه 

 لکه:  .(ZILL, 2009 بلل کېږي خطي دیفرانسیلي معادلې غیرولري 

(1 −  y)y′
2
+  2y =  𝑒𝑥      ,   

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 0.   

هغه معادلې دي، چې مرتبه یا د مشتق    کسري دیفرانسیلي معادلې  .کسري دیفرانسیلي معادلې 

 .(Gorenflo & Mainardi, 2008)درجه یې کسري عدد وي

mailto:rjd@wu.edu.af
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 عمومي شکل یې په لْندې ډول دی: 

𝐷𝛼𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡. 𝑦(𝑡)),                                                            (۵) 

 یا

𝑎𝑛(𝑥)𝐷
𝛼𝑛𝑦(𝑡) + 𝑎𝑛−1(𝑥)𝐷

𝛼𝑛−1𝑦(𝑡) + ⋯+ 𝑎0(𝑥)𝐷
𝛼0𝑦(𝑡) − 𝑔(𝑥) = 0, 

یو کسري    𝛼متحول ته د کسري مرتبي مشتق او همدارنګه    𝑡تابع او    𝑦(𝑡)نسبت د    𝐷𝛼چې دلته  

عدد دی، چې د مشتق مرتبه ښيي.کسري دیفرانسیلي معادلې هم په عموم کې په لْندې دوه ډوله 

 دي: 

دیفرانسیلي معادلې هغه معادلې د  .خطي کسري دیفرانسیلي معادلې  د    چېي،  خطي کسري 

𝑦(𝑡)    تابع او د هغوی د𝐷𝛼  د تابع  او د   کسري مشتقاتو تر منځ خطي رابطه موجوده وي؛ یعنې

 هغې تفاضلات یوازې د ثابتو عددونو سره ضرب شوي وي.

 :مثلاً

𝐷𝑡
0.5𝑦(𝑡) + 3𝐷𝑡

0.25𝑦(𝑡) − 5𝑦(𝑡) = 0, 

ي،  غیر خطي کسري دیفرانسیلي معادلې هغه معادلې د  .خطي کسري دیفرانسیلي معادلې  ېغیر 

عنې  مشتقاتو تر منځ غیرې خطي رابطه موجوده وي؛ یکسري      𝐷𝛼د    د هغېاو  تابع     𝑦(𝑡)  د  چې

خطي   غیر  لکه د  تقسیم،    عملیو  وي  ضرب،  شوي  لیکل  شکل  په   & Gorenflo)طاقت 

Mainardi, 2008). 

 مثلآ:

𝐷𝑡
1.5𝑦(𝑡) − 5𝑦(𝑡)2 = sin 𝑡, 

 کسري انتیګرال نیونه 

د کسري مشتقاتو او انتیګرالونو اصلي مفهوم د صحیح مرتبې لرونکي مشتقاتو او انتیګرالونو څخه 

 حاصلېږي. نو پر دې اساس په دغه برخه کې د ریمان لیوویل انتیګرال په اړه بحث کوو. 

𝛼متمادي تابع او    𝑓(𝑡)د  .  انتیګرال نیونه  ي د ریمان لیوویل کسر  > لپاره د ریمان لیوویل   0

 . (Gorenflo & Mainardi, 2008)کسري انتیګرال په لْندې ډول تعریفولْی شو 
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𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

,                                      (۶) 

Γ(𝛼)  .ګاما تابع ده 

 .ېځانګړن

𝐼𝛼  [𝑎𝑓(𝑡) + 𝑏𝑔(𝑡)] = 𝑎𝐼𝛼  𝑓(𝑡) + 𝑏𝐼𝛼 𝑔(𝑡), 

𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼+𝛽𝑓(𝑡), 

𝐼𝛼𝑓(𝑇) =
1

(n−1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
      for 𝑛𝜖𝑁 

𝐼𝛼𝑡𝑘 =
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + 𝛼 + 1)
𝑡𝑘+𝛼, 

 کسري مشتقات

میتود کې مشتق    ومړيپه ل  .میتودونه مطالعه کوو  مهمدوه    ېبرخه کې د کسري مشتق نیون  ېده  پ

میتود هم د یوي  ویم  د  ږي.ېاو انتیګرال د متناهي او عمومي تفاضلاتو د حدودو په شکل فرض ک

چې ریمان لیوویل او کاپوتو میتودونه ي،  کو   ېانتیګرال تعمیم یافته شکل وړاند  يتابع د تکرار 

 جوړوي.  ېمیتود برخ ېدد

څو فورمولونه   ېشرایطو په پام کې نیولو سره د کسري مشتقاتو لپاره لْند  لومړنیود تابع د    .تعریف

 . موجود دي 

< α)متمادي همواره تابع وي او    𝑓(𝑡)  که چېرې.  د ریمان لیوویل کسري مشتق پس    (0 

 مرتبه د ریمان لیوویل کسري مشتق عبارت دي له : αد 

𝐷𝑅𝐿
𝛼 𝑓(𝑡)

=

{
 
 

 
 𝑑

𝑛

𝑑𝑡𝑛
[

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

] .     𝑛 −  1 <  𝛼 <  𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)                                                                                   𝛼 =  𝑛,

      (۷) 
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کاپوتو کسري مشتق نیونه په انجینرۍ او فزیکي موډلونو کې په پراخه کچه   .کاپوتو کسري مشتق

کارول کیږي؛ په ځانګړي ډول کله چې د ساده مشتق په مرسته لومړني شرایط وړاندې شوي وي.  

 عمومي فورمول یې په لْندې ډول دی: 

𝐷𝐶
𝛼𝑓(𝑡)

=

{
 
 

 
 [

1

Γ(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1 ⋅

𝑑𝑛𝑓(𝜏)

𝑑𝑡𝑛
𝑑𝜏

𝑡

0

] .     𝑛 −  1 <  𝛼 <  𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)                                                                                   𝛼 =  𝑛,

         (۸) 

𝑛چې په هغه کې   = [𝛼]. 

 د طاقت تابع ګانو کاپوتو کسري مشتق د لْندې فورمول په مرسته محاسبه کولْی شو:  .یادونه

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝 => 𝐷𝐶
𝛼𝑡𝑝

= {

Γ(𝑝 + 1)

Γ(𝑝 − 𝛼 + 1)
𝑡𝑝−𝛼 .       𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛.   𝑝 > 𝑛 − 1  𝑝 ∈ ℝ

0                                        𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛.   𝑝 ≤ 𝑛 − 1, 𝑝 ∈ ℝ 

 

 موندنې

 میتود منونکی تکرار  تغییر

تغیر تکرار منونکی میتود د بېلابېلو خطي کسري دیفرانسیلي معادلو په حل کې کارول کیږي. د   

دې میتود مهمه ځانګړنه د هغه انعطاف پذیري او د پیچلو خطي دیفرانسیلي معادلو نسبتاً دقیق  

حل لْسته راوړل دي. په انجینرۍ او ځینو نورو برخو کې د خطي کسري دیفرانسیلي معادلو داسې  

مسایل موجود دي، چې حلول یې ستونزمن دي. نو پر دې اساس د دې ډول ستونزو د حل لپاره 

.  په (۱۴۰۴)صالحي, بیدار, & نوري,    تر ټولو مناسب میتود همدغه تغیر تکرار منونکی میتود دی

سلسلي   داسېعمومي ډول د دې میتود په مرسته د خطي کسري دیفرانسیلي معادلې حل د یوې  

په شکل وړاندی کېږي، چې دقیق حل ته په سرعت سره تقرب کوي. په دې میتود کې د تقرب 

ټاکل د خطي کسري دیفرانسیلي   او د دې ضریب  لپاره د لْګرانژ ضریب څخه استفاده کېږي 

 .  (He & Wu, 2007 )معادلې د حل په دقت مستقیم اغېز لري
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کول   د تغییر تکرار منونکي میتود په مرسته د دیفرانسیلي معادلې حل لپاره د لْګرانژ ضریب پیدا

 او د مسألې مربوطه ورکړل شوي لومړني شرایط په دقیق ډول څېړل دي. 

په پام کې نیولو سره لْندې دیفرانسیلي معادله د تغیر تکرار منونکي میتود په   د پورتنیو مرحلو 

 مرسته په لْندې ډول حلوو: 

𝐷𝑡
𝛼

0
𝑐 𝑢 + 𝑅[𝑢] + 𝑁[𝑢] = 𝑔(𝑡).                                                              (۹) 
 د پورتنۍ معادلې د حل په موخه د تغیر تکرار منونکی میتود له تکراري رابطې څخه استفاده کوو: 

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡)

+ ∫ 𝜆(𝑡, 𝑠){(𝑅𝑢𝑛(𝑠) + 𝑁𝑢𝑛(𝑠) − 𝑔(𝑠)}𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

.    (۱۰) 

.𝜆(𝑡په پورتني فومول کې    𝑠)   ،د لْګرانژ عمومي ضریب𝑢𝑛 –n,  .مرتبه تقریبي حل دی 

د تغیر تکرار منونکي میتود لپاره د لْګرانژ ضریب د لْندې رابطي په مرسته   .د لاګرانژ ضریب

 .(Tomar, 2023) پداکیږي

λ(t, s) =
(−1)𝑛(𝑡 − 𝑠)𝑛−1

(𝑛 − 1)!
.                                         (۱۱) 

د لْګرانژ ضریب د علامې ټاکل تر ډېره د معادلې په نوعیت او همدارنګه د ورکړل شویو    یادونه.

لومړنیو شرایطو په پام کې نیولو سره ټاکل کیږي. په داسې حال کې چې د ډېرو متجانسو کسري 

(او غیرې متجانسو کسري  Bulut, 2013) دیفرانسیلي معادلو لپاره د لْګرانژ ضریب علامه منفي

 . (Belghaba, 2022) دیفرانسیلي معادلې لپاره مثبت په پام کې نیول کېږي

 ښیګڼې میتود نکيتغیر تکرار منو  د

 بنسټ پر فورمول انتگرالي تکراري د تغیر تکرار منونکی میتود.  محاسبه سانهآ او جوړښت ساده

نسبتاً   یو اساس پر  ضریب د ګرانژلْ د میتود دغهی.  د مستقیم او ساده یې جوړښت چې دی، ولْړ

 ته حل دقیق هم پرته محاسبو ددېع یا مشتقاتو   پېچلو له چې  ؛کو وړاندې دقیق تقریبي حل

 ساده د یوازې نه میتودتغیر تکرار منونکی   چې،  شوی لْمل دې د جوړښت ساده داکېږي.   نږدې
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 & He )شي وکارول هم لپاره معادلوکسري دیفرانسیلي   خطي ستونزمنو د بلکې لپاره، معادلو

Wu, 2007) . 

 دی، چې دا امتیاز ځانګړی تغیر تکرار منونکي میتود د  دقیق حل ته متقاربه سلسله وړاندې کوي.

 د نو وي؛ مناسب ورکړل شوی لومړنی شرط یې که تولیدوي، چې سلسله داسې یوه لپاره حل د

 خوا یوه) مونوتون( ډول عمومي په کېږي. دا سلسله نږدې ژر ته حل لْرې له تکراري رابطې

 میتود دا امله له  خاصیت دې د سره دقیق حل ته تقارب کو.  حدونو شمېر  کم  په او وي متقاربه

 ,Bassi & Ismail)کېږي ګڼل اغېزناک هم نظره له وخت محاسبوي د بلکې دی، دقیق یوازې نه

2022)  . 

 دا ځکه شوی؛ پېژندل توګه په  میتود پذیرانعطاف  د تغیر تکرار منونکی میتود دی.  پذیر انعطاف

 دیفرانسیلي کسري او قسمي معمولي، لکه کارېږ؛  لپاره معادلو دیفرانسیلي ډولونو مختلفو د

راز میتود دا معادلې.   اوcoupled systems delay differential equations) د همدا   ) 

(boundary value problems) تغیر   ښيي، چې  دا تطبیق پراخه شوی. دا ثابت هم اغېزمن لپاره

میتود منونکی   میتود تطبیقېدونکی عمومي یو لپاره سېسټمونو ریاضیکي  ډول هر د تکرار 

 (. Odibat, 2007دی)

 تغیر تکرار منونکي میتود نیمګړتیاوې د

، ده دا نیمګړتیا یوه میتود  نکيتغیر تکرار منو  دورکړل شویو لومړنیو شرایطو سره حساسیت.   د 

 کهي.  د تابع حل ييابتدا یا لومړني شرط د کچه زیاته په سرعت تقاربي او کیفیت حل د چې

 یا ،رسېږ ونه ته حل مطلوب خو یا میتود دا ممکن نو ؛ش نه انتخاب  مناسب لومړنی شرط چېرې

 . (Bassi & Ismail, 2022)وکړي   تقارب ورو ډېر

 د بنسټ تغیر تکرار منونکي میتود د هم څه کهوي.   ستونزمن ممکن ټاکل ضریب لْګرانژ د

نه   ساده تل بهیر  ټاکلو د ضریب دغه د ډول عملي په خو دی، ولْړ ټاکلو پر  ضریب د لْګرانژ

چې وموندل داسې مخې له اصولو واریشنل د باید ضریب دا وي.  دقیق لپاره  حل د شي، 

 حل تحلیلي ممکن یا لري پېچلتیا  تخنیکي یا کار دا لپاره معادلو ډېرو د خو ورکړي، اصلاحات

 لیدل زیات لپاره معادلو دیفرانسیلي او پېچلو کسري قسمي د ډول خاص په ستونزه لري. دا ونه

 (. Wu, 2011شوې ده)
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دقیق حل وي، پس د تغیر تکرار  𝒖(𝒕)ام حد او -nد تقریبي حل  𝒖𝒏(𝒕)که چېرې :قضیه -۱

 منونکي نیمه تحلیلي میتود خطا د لْندې رابطې په مرسته پیدا کېږي. 

𝑘 د  >  لومړني شرط په پام کې نیولو سره خطا په لْندې ډول لیکلای شو: 𝑢0(𝑡) ثابت او 0

𝐸𝑁(𝑡) = |𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡)| ≤
(𝑘𝑡)𝑁

𝑁!
𝐶.                               (۱۲) 

ثابت د کسري دیفرانسیلي معادلې د خطي یا غیرې خطي   kپه پورتنیو نامساواتو کې د  یادونه.

 یعنې  (He, 1999]) د معادلې د دقیق حل لوړې مرتبې مشتق پورې اړه لري.C برخې ضریب او 

𝐶 = max
𝑡∈[0,𝑇]

|𝑢(𝑁)(𝑡)|.                                                     (۱۳) 

 هوموتوپي انالیز میتود

هوموتوپي انالیز مېتود  نظریه د لمړي ځل لپاره د خطي او غیري خطي کسری دیفرانسلي   د

لپاره د   انالیز مېتود د    وړاندېپواسطه    Liaoمعادلو  پارامتر،     ℏشوه. هوموتوپي   𝐻(𝑡)کمکې 

پارامتر پواسطه د سلسلي تقارب    ℏخطي پارامتر څخه تشکیل شوی دی، چې د     𝐿 کمکې تابع او

 معادلې په آسانۍ سره کنترولیږي، د هوموتوپي انالیز نیمه تحلیلي مېتود په مرسته کسري دیفرانسلي  

 حلولْی شو. 

که څه هم هوموتوپي انالیز مېتود یو پیاوړي نیمه تحلیلي مېتود ګڼل کیږي، خو د خطي کسري 

لپاره   معادلو  دي،    ددېدیفرانسلي  دروند  او  پیچلي  نسبتأ  تطبیق  چې   ددېمېتود  دادی  دلیل 

پارامتر ټاکل   ℏپارامتر محاسبي ته اړتیا لري، د     ℏنوموړۍ مېتود یو شمیر اضافي برخو لکه د  

ځانګړي تحلیل غواړي تر څو د حل تسلسل د دقیق حل سره همغږۍ وساتي او که  دا انتحاب  

. د خطي  (Zill & Cullen, 2009) په سم ډول ونشي نو د حل دقت له منځه ځی او بی ثباته کیږي

کسري دیفرانسلي معادلو لپاره تر ډيره د یاد مېتود نه کارول کیږي، ځکه په نوموړي مېتود کې  

حال کې چې د    داسېځیني اوږدي او پیچلي عملیې ترسره کیږي چې ډیر وخت ته اړتیا لري، پ

غیري خطي کسري دیفرانسلي معادلو د حل لپاره د کنترولونکې پارامتر په لرلو سره یو اغیزمن 
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مېتود دي، د نوموړي پارامتر په مرسته د تقریبي حل لپاره لْسته راغلي سلسله په آسانۍ سره دقیق  

  .(Shah & Naik, 2022) ,(Lavoie, Osler, & Tremblay, 1976) حل ته تقرب کوي

 لْندي کسري دیفرانسلي معادله په پام کې نیسو:

𝐷𝛼𝑢(𝑡) = 𝑁(𝑢) + 𝑔(𝑡).          𝑡 > 0                                                  (۱۳) 
𝑚چې په هغه کې   − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚    او𝑁   ،غیري خطي پارامتر دی، ممکن کسري مشتق ولري

𝑔(𝑡)  کمکې تابع او𝐷𝛼 .د کاپوتو مشتق دي 

 :څخه لیکلای شو   معادلېد صفري مرتبې تغیر شوي 

(1 − 𝑞)𝐿[𝜙(𝑡،𝑞) − 𝜙0(𝑡)] = 𝑞ℏ𝐻(𝑡) (𝐷
𝜶𝜙(𝑡،𝑞) − 𝑁(𝜙(𝑡،𝑞)) − 𝑔(𝑡)).    (۱۴) 

( رابطه کې  ۱۴په   )𝑞 ∈ پارامتر   [0،1] هوموتوپی  ℏ ،د  ≠ پارامتر،    0 𝐻(𝑡)کمکې  ≠ 0 

خطي اپراتور دي چې په لْندي    𝐿راکړل شوي  اولیه شرط او     د مسلي لپاره  𝜙0(𝑡)کمکې تابع،  

 ډول تعریف شوي دي. 

𝐿 =
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
𝐿      یا        =

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
 .  

𝑞رابطه کې کله چې    (۱۴په ) = ;𝐿[𝜙(𝑡شي معادله    0 0) − 𝜙0(𝑡)] = شکل غوره    0

𝑞کوي، او کله چې  =  شکل ځانته غوره کوي، معادلې( ۱۳شي نوموړي معادله د )  1

𝐷𝛼𝑢(𝑡) = 𝑁(𝑢) + 𝑔(𝑡). 
څخه   𝑢0(𝑡)حل هم له    معادلېته تغیر  کوي د  1 څخه    0قیمت له    𝑞د یادوني وړ ده کله  چې د  

 ته نږدي کیږي. 𝑢(𝑡،1) اصلي حل 

متحول     𝑞 حل د طاقت د سلسلی په شکل نسبت د   معادلېددی مېتود مهمه ځانګړنه داده چې د  

 کوي.  وړاندېته په لْندي ډول 

𝜙 = 𝜙0 + 𝑞𝜙1 + 𝑞
2𝜙2 +⋯ 

ته مشابه حدونه په مساوي کولو سره 𝑞 ( معادله کې وضع کوو او نسبت د۱۴پورتنی سلسله په )

 لْندي لوړ ترتیب تغیر شوي معادله ترلْسه کوو: 
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𝐿[𝜙1] = ℏ𝐻(𝐷
𝛼𝜙0 − 𝑁0(𝜙0) − 𝑔(𝑡))،                   

𝐿[𝜙2] = 𝐿[𝜙1] + ℏ𝐻(𝐷
𝛼𝜙1 − 𝑁1(𝜙0،𝜙1))،         

𝐿[𝜙3] = 𝐿[𝜙2] + ℏ𝐻(𝐷
𝛼𝜙2 − 𝑁2(𝜙0،𝜙1،𝜙2))، 

 کله چې 

𝑁(𝜙0 + 𝑞𝜙1 + 𝑞
2𝜙2 +⋯) = 𝑁0(𝜙0) + 𝑞𝑁1(𝜙0،𝜙1) + ⋯ 

 تقریبي حل په لْندي ډول په لْس راځی   معادلې (۱۳)وي، پس د 

𝑢(𝑡) = lim
𝑞→1

𝜙 = 𝜙0 + 𝜙1 + 𝜙2 +⋯ 

𝜙0په هوموتوپي انالیز مېتود کې مهمه برخه د   = 𝑢0    ،(۱۳)په موخه د    ددېقیمت ټاکل دي  

 :نیسو او لیکو 𝐼𝛼د دواړو لورو څخه   معادلې

𝑢(𝑡) = ∑ 𝑢(𝑘)(0)

𝑚−1

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
+ 𝐼𝛼𝑁(𝑢) + 𝐼𝛼𝑔(𝑡).    𝑡 > 0 

قیمت په لْندي ډول لْسته   𝜙0څخه صرف نظر کوو او د    𝐼𝛼𝑁(𝑢)په پورتنی معادله کې د  

 راځی.

𝜙0 = ∑ 𝑢(𝑘)(0)

𝑚−1

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
+ 𝐼𝛼𝑔(𝑡). 

 ,*Sachin, Devi) ددی اولیه حل په مرسته نور حلونه چې دقیق حل ته نږدي وي پیداکولْی شو

& Kumbinarasaiah, 2024). 

د حل لپاره ډیرۍ وخت اولیه شرط ورکړل شوي    معادلېد یادوني وړ ده چې د کسري دیفرانسلي  

 وي، خو د نشتون په صورت کې يې د پورتنی رابطي په مرسته پیداکولْی شو. 

باقی مانده خطا په مرسته    ℏد    کنترولوونکې پارامتر ټاکل:  ℏد    لپاره مناسب قیمت د  پارامتر 

 پیداکولْی شو. 

هغه خطا ده چې د تقریبي حل د محدود شمیر حدونو    (:residual errorد باقي مانده خطا)  

 او اصلي حل د توپیر څخه لْسته راځي، او په لْندي ډول پیداکیږي.
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𝑅𝑒𝑠(ℏ) = ∫ [𝑅𝑚(𝑡; ℏ)]
2

𝑇

0

𝑑𝑡 = ∫ [𝑁[𝑢𝑚(𝑡; ℏ)]]
2

𝑇

0

𝑑𝑡.     (۱۵) 

که    یعنېپورتنی فورمول د خطا موندني یو معیاري فورمول دي چې د تقریبي حل دقت ارزوي.  

 & ,Odibata, Momanib) .چیري پورتنی قیمت کوچنی وي، د تقریبي حل دقت زیات دی

Xu, 2010) 

 کوچني وي.  𝑅𝑒𝑠(ℏ)پارامتر لپاره غوره قیمت هغه دي چې په هغه کې   ℏد   یادونه:

   ښیګڼېد هوموتوپي انالیز مېتود 

چې نور نیمه تحلیلي    نهځانګړ   ه مهمههوموتوپي انالیز مېتود یو د  .  لرل  مترکنټرول پارا   د  (ħ)د  

نلري یې  پارا  مېتودونه  کنټرول  کنټرولوي. (  ħ)  میترد  او دقت  تقرب سرعت  د  د حل  له لْرې 

کولو لپاره د مېتود تقرب   دقیق حل پیداد    سلسلهچې د حل    راکويته اجازه    موږ    نوموړي پارامتر

  .(J.Liao, 2004) ، کوم چې په نورو مېتودونو کې نشتهوښه مدیریت کړ 

نیمه تحلیلي مېتودونو څخه   هغه   هوموتوپي انالیز مېتود د.  د تحلیلي او عددی حلونو ترکیب

په شکل حل وړاندې کوي، خو د عددی تکرار له لْرې د حل دقت  سلسليدی چې د تحلیلي  

معادلې په ساده   مني او تقرب تضمینوي. دا ترکیب د حل کولو په بهیر کې دقت زیاتوي او ستونز 

 .(H.Shang, 2010) ډول تحلیلوي

کمول  اولیهد   حساسیت  مېتود  .  شرایطو  انالیز  شویو تخمینې    اولیهد  هوموتوپي  ټآکل 

  ي د حل مسیر بدل کړ   شيپه مرسته کولْی   مترحساسیت کموي، ځکه چې د کنټرول پاراشرایطو 

 ده  ځانګړنه، چې دا د نورو مېتودونو په پرتله یوه مهمه  ياو د مناسب حل لور ته حرکت وکړ 

(J.Liao, 2004) . 
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 د هوموتوپي انالیز مېتود نیمګړتیاوې  

د بریالیتوب یوه  هوموتوپي انالیز مېتود د ي. موندل ستونزمن و  ولونکې پارامترد مناسب کنټر  

ټاکل دي، خو دا کار په ځینو مسلو کې سخت او تجربوي وي،   ħ مترکليدي برخه د کنټرول پارا

 ,.J.Liao S. X) ولري یا بې ثباته شي  تقرب  غلطونه ټاکل شي، حل ممکن    مترچې که سم پارا

2007) . 

لوړه درجه یا ډېر    پرله پسيد پیچلو مسلو لپاره د  هوموتوپي انالیز مېتود  د  .  د حسابي بار لوړوالی 

او   د محاسبوي وخت  دا  اخیستل کیږي چې  ترسره کولو حدونه  په   زیاتو عملیو  لْمل ګرځي، 

 .(Artical, 2025) سیسټمونو کېیو  ځانګړي ډول په څو بعدي او لو

د یوي کسري دیفرانسلي معادلی لپاره د هوموتوپي مېتود خطا د لْندي رابطي په مرسته   . قضیه:۲

 محاسبه کیږي.

𝐸𝑁 = ‖𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡; ℏ)‖ ≤
𝐴

(𝑁 + 1)!
(|ℏ|𝐵)𝑁+1.                           (۱۶) 

د غیري خطي    معادلې د    𝐵لوړي مرتبي مشتق او    𝑢(𝑡)د دقیق حل    𝐴په پورتنیو نامساواتو کې  

 برخي د قسمي مشتق څخه لْسته راځي.

𝐴 = max
𝑡∈[0،𝑇]

|𝑢(𝑁+1)(𝑡)|         ،       𝐵 = sup
𝑡∈[0،𝑇]

|
𝜕𝑁(𝑢(𝑡))

𝜕𝑢(𝑡)
|.    (۱۷) 

قیمتونو په مرسته    ℏ  ترمنځ رابطه ښيي او د  𝐴، 𝐵، ℏ  پورتني نامساوات په ښکاره ډول د  یادونه:

 کنترولیږي.

ددې په موخه چې پورتني دوه نیمه تحلیلي میتودونه د خطي کسري دیفرانسیلي  : توضیحي مثال

په پام کې نیسو او خطاء یې د قضیو په    ددېمعادلو لپاره په ښه ډول پرتله کړو دلته یو ع مثال 

 مرسته محاسبه کوو.  
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د  خطي    ېلْند  مثال:   معادله  دیفرانسیلي  انالیز  کسري  هوموتوپي  او  منونکي  تکرار  نیمه  تغیر 

کسري دیفرانسیلي معادلې د نوموړي  نو په مرسته حل کړي او وښایاست چې د  و تحليلي میتود

 ؟ید ډېر اغېزمنتقریبي حل لْسته راوړلو لپاره کوم نیمه تحلیلي میتود  

𝐷𝛼𝑢(𝑡) + 2𝑢(𝑡) = 𝑡    ,     𝑢(0) = 0   ,

0 < 𝛼 ≤ 1   ,     𝑡 ∈ [0,1]   
ی   يکسري دیفرانسیلي معادله د تغیر تکرار منونک  ۍاوس پورتن   ېمیتود په مرسته حلوو او خطا 

 . تحلیلوو

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡) + ∫ 𝜆(𝑡, 𝑠){(𝑅𝑢𝑛(𝑠) + 𝑁𝑢𝑛(𝑠) − 𝑔(𝑠)}𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

 

λ(𝑡 − 𝑠) =
(𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
  , 𝑢(0) = 0 => 𝑢0(𝑡) = 0   

𝑢1(𝑡) = 𝑢0(𝑡) + ∫
(𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Γ(𝛼)
{𝐷𝛼𝑢0(𝑠) + 2𝑢0(𝑠) − 𝑠}𝑑𝑠

𝑡

0

 

= 0 +
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1{𝐷𝛼(0) + 2(0) − 𝑠}𝑑𝑠
𝑡

0

 

= −
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

= −
1

Γ(𝛼)
𝑡1+𝛼−1+1𝐵(1 + 1, 𝛼 − 1 + 1)

= −
1

Γ(𝛼)
𝐵(2, 𝛼) 𝑡𝛼+1 

−
1

Γ(𝛼)

Γ(𝛼)Γ(2)

Γ(𝛼 + 2)
 𝑡𝛼+1 => 𝑢1(𝑡) = −

1

Γ(𝛼 + 2)
 𝑡𝛼+1 

د پورتني الګوریتم په مرسته د نوموړي دیفرانسیلي معادلې د تقریبي حل نور حدونه په لْندې 

 ډول دي: 

𝑢2(𝑡) = −
2

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1 −

3

Γ(𝛼 + 2)
 𝑡𝛼+1 

𝑢3(𝑡) = −
4

Γ(3𝛼 + 2)
𝑡3𝛼+1 −

10

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1 −

7

Γ(𝛼 + 2)
 𝑡𝛼+1 

u(𝑡) = 𝑢0(𝑡) + 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡) + ⋯ 

u(𝑡) = −
4

Γ(3𝛼 + 2)
𝑡3𝛼+1 −

12

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1 −

11

Γ(𝛼 + 2)
 𝑡𝛼+1 +⋯ 
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 د تغیر تکرار منونکي میتود خطاء په لْندي ډول محاسبه کوو: 

𝑘 = 2      ,       𝐶 = max
𝑡∈[0,𝑇]

|𝑢(𝑁)(𝑡)| = max
𝑡∈[0,𝑇]

|(
1

2
𝑡 +

1

4
(1 − 𝑒−2𝑡))

(𝑁)

| 

𝑁 = 1 => 𝐶 = max
𝑡∈[0,2]

|(
1

2
𝑡 +

1

4
(1 − 𝑒−2𝑡))

′

| = max
𝑡∈[0,2]

|
1

2
+
1

4
(2𝑒−2𝑡)|

= max
𝑡∈[0,2]

|
1

2
(1 + 𝑒−2𝑡)| = 1 

𝐸𝑁(𝑡) = |𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡)| ≤
(𝑘𝑡)𝑁

𝑁!
𝐶 

𝐸1(1) = |𝑢(1) − 𝑢1(1)| ≤
(𝑘𝑡)1

1!
𝐶 = 𝐶(𝑘𝑡) = 1 ∙ 2𝑡 = 2 

 : ډول ده ېپه لْند ء په همدي ترتیب د نورو حدونو لپاره خطا

𝐸2(1) = 2 

𝐸3(1) = 2.6666 

𝐸1 = 𝐸2 < 𝐸3 

 اوس یاده خطي کسري دیفرانسلي معادله د هوموتوپي انالیز مېتود په مرسته حلوو

𝐷𝛼𝑢(𝑡) + 2𝑢(𝑡) = 𝑡     

 هوموتوپي معادله تشکیلوو معادلېلمړي د پورتني 

(1 − 𝑞)𝐿[𝜙(𝑡; 𝑞) − 𝜙0(𝑡)] = 𝑞ℏ𝐻(𝑡) (𝐷
𝛼(𝜙(𝑡; 𝑞)) − 𝑔(𝑡)) 

(1 − 𝑞)𝐿[𝜙(𝑡; 𝑞) − 𝜙0(𝑡)] = 𝑞ℏ𝐻(𝑡)(𝐷
𝛼(𝜙(𝑡; 𝑞)) + 𝜙(𝑡; 𝑞) − 𝑡) 

(1 − 𝑞)𝐿[𝜙0(𝑡) + 𝑞𝜙1(𝑡) + 𝑞
2𝜙2(𝑡) + 𝑞

3𝜙3(𝑡) + ⋯− 𝜙0(𝑡)]     
= 𝑞ℏ𝐻(𝑡)(𝐷𝛼(𝜙0(𝑡) + 𝑞𝜙1(𝑡) + 𝑞

2𝜙2(𝑡) + 𝑞
3𝜙3(𝑡) + ⋯) + 2(𝜙0(𝑡)

+ 𝑞𝜙1(𝑡) + 𝑞
2𝜙2(𝑡) + 𝑞

3𝜙3(𝑡) + ⋯ ) − 𝑡) 
=> 𝑞𝐿[𝜙1(𝑡)] + 𝑞

2𝐿[𝜙2(𝑡)] + 𝑞
3𝐿[𝜙3(𝑡)] + ⋯− 𝑞

2𝐿[𝜙1(𝑡)] − 𝑞
3𝐿[𝜙2(𝑡)]

− 𝑞4𝐿[𝜙3(𝑡)] − ⋯ 
= 𝑞ℏ𝐻(𝑡)[𝐷𝛼(𝜙0(𝑡) + 𝑞𝜙1(𝑡) + 𝑞

2𝜙2(𝑡) + 𝑞
3𝜙3(𝑡) + ⋯)] + 

2𝑞ℏ𝐻(𝑡)[𝜙0(𝑡) + 𝑞𝜙1(𝑡) + 𝑞
2𝜙2(𝑡) + 𝑞

3𝜙3(𝑡) + ⋯ ] − 𝑞ℏ𝐻(𝑡)[𝑡] 
𝐻(𝑡)په پورتنیو رابطه کې کمکی تابع  =  وضع کوو او په ساده کوو يي:  1

=> 𝑞𝐿[𝜙1(𝑡)] + 𝑞
2𝐿[𝜙2(𝑡)] + 𝑞

3𝐿[𝜙3(𝑡)] + ⋯− 𝑞
2𝐿[𝜙1(𝑡)] − 𝑞

3𝐿[𝜙2(𝑡)]

− 𝑞4𝐿[𝜙3(𝑡)] − ⋯ 
= 𝑞ℏ𝐷𝛼[𝜙0(𝑡)] + 𝑞

2ℏ𝐷𝛼[𝜙1(𝑡)] + 𝑞
3ℏ𝐷𝛼[𝜙2(𝑡)] + ⋯+ 
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+2𝑞ℏ𝜙0(𝑡) + 2𝑞
2ℏ𝜙1(𝑡) + 2𝑞

3ℏ𝜙2(𝑡) + 2𝑞
4ℏ𝜙3(𝑡)…− 𝑞ℏ𝑡 

، او د مشتق   د توان په اساس په لْندي ډول سره مقایسه کوو  qد پورتنیو مساواتو دواړه لوري د  

𝐿په  اپراتور =
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
= 𝐷𝛼 .ډول لیکو 

𝑞1  ∶       𝐷𝛼𝜙1  = ℏ(𝐷
𝛼𝜙0 + 2𝜙0 − 𝑡)                                                              

𝑞2  ∶     𝐷𝛼𝜙2 = 𝐷
𝛼𝜙1 + ℏ𝐷

𝛼𝜙1 + 2ℏ𝜙1 = (1 + ℏ)𝐷
𝛼𝜙1 + 2ℏ𝜙1                          

𝑞3  ∶  𝐷𝛼𝜙3 = 𝐷
𝛼𝜙2 + ℎ𝐷

𝛼𝜙2 + 2ℏ𝜙2 = (1 + ℏ)𝐷
𝛼𝜙2 + 2ℏ𝜙2                      

… 
𝑞𝑛  ∶     𝐷𝛼𝜙𝑛 = 𝐷

𝛼𝜙𝑛−1 + ℏ𝐷
𝛼𝜙𝑛−1 + 2ℏ𝜙𝑛−1 = (1 + ℏ)(𝐷

𝛼𝜙𝑛−1) + 𝜙𝑛−1      
𝜙0د   = اولیه شرط په پام کې نیولو سره او د کاپوتو کسري انتیګرال څخه په استفاده له پورتنیو   0

 ،...قیمتونه په لْندي ډول محاسبه کوو: 𝜙1 ،𝜙2 ،𝜙3رابطو څخه  

𝐼𝛼[𝐷𝛼𝜙1]  = 𝐼
𝛼[ℏ(𝐷𝛼𝜙0 + 2𝜙0 − 3𝑡)] => 𝜙1
= ℏ(𝐼𝛼[𝐷𝛼𝜙0] + 2𝐼

𝛼[𝜙0] − 𝐼
𝛼[𝑡])  

𝜙1 = −ℏ(𝐼
𝛼[𝑡]) = −ℏ

Γ(1 + 1)

Γ(1 + 𝛼 + 1)
𝑡𝛼+1 = −ℏ

Γ(2)

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 => 𝜙1

= −ℏ
1

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 

= 𝜙2 = −ℏ(1 + ℏ)
1

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 − 2ℏ2

1

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1 

𝐼𝛼[𝐷𝛼𝜙3] = 𝐼
𝛼[(1 + ℏ)𝐷𝛼𝜙2 + 2ℏ𝜙2] => 𝜙3 = (1 + ℏ)𝐼

𝛼[𝐷𝛼𝜙2] + 2ℏ𝐼
𝛼[𝜙2] 

=> 𝜙3 = −(1 + ℏ)2ℏ
2

1

Γ(3𝛼 + 2)
𝑡3𝛼+1

− (1 + ℏ)4ℏ2
1

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1−ℏ(1 + ℏ)2

1

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 

… 
𝑢(𝑡) = lim

𝑞→1
𝜙 = 𝜙0 + 𝜙1 + 𝜙2 +⋯ 

𝑢(𝑡) = 0 − ℏ
1

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 − ℏ(1 + ℏ)

1

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 − 2ℏ2

1

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1 

−(1 + ℏ)2ℏ2
1

Γ(3𝛼 + 2)
𝑡3𝛼+1

− (1 + ℏ)4ℏ2
1

Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1−ℏ(1 + ℏ)2

1

Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1 +⋯ 
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=> 𝑢(𝑡) = −(1 + ℏ)2ℏ2
𝑡3𝛼+1

Γ(3𝛼 + 2)
− (6ℏ2 + 4ℏ3)

𝑡2𝛼+1

Γ(2𝛼 + 2)

− (3ℏ + 3ℏ2 + ℏ3)
𝑡𝛼+1

Γ(𝛼 + 2)
+ ⋯ 

 خطا د هوموتوپي مېتود لپاره محاسبه کوو او لیکو:  معادلېاوس د پورتني خطي کسري دیفرانسلي  

دا چې راکړل شوي کسری دیفرانسلي معادله خطي ده، نو غیري خطي برخه یې صفر ده په نتیجه  

 قیمتونو څخه صرف نظر کیږي.  Bکې د 

𝐴 = max
𝑡∈[0،𝑇]

|𝑢(𝑁+1)(𝑡)|         ،       𝐵 = sup
𝑡∈[0،𝑇]

|
𝜕𝑁(𝑢(𝑡))

𝜕𝑢(𝑡)
| 

𝑁 = 1 => 𝐴 = max
𝑡∈[0،2]

|(
1

2
𝑡 +

1

4
(1 − 𝑒−2𝑡))

′′

| = max
𝑡∈[0،2]

|(
1

2
+
1

4
(2𝑒−2𝑡))

′

|

= max
𝑡∈[0،2]

|𝑒−2𝑡| = 𝑒−2(0) = 1 

𝐸𝑁 = ‖𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁(𝑡; ℎ)‖ ≤
𝐴

(𝑁 + 1)!
(|ℎ|)𝑁+1 

𝐸1 = ‖𝑢(𝑡) − 𝑢1(𝑡; ℎ)‖ ≤
1

(1 + 1)!
(|ℎ|)1+1 =

1

2!
(|−0.5|)2 =

0.25

2
= 0.125 

𝐸2 = ‖𝑢(1) − 𝑢2(1; ℎ)‖ ≤
2

6
(|−0.5|)3 =

1

3
(0.125) = 0.041 

𝐸3 = ‖𝑢(𝑡) − 𝑢3(𝑡; ℎ)‖ ≤
𝐴

4!
(|ℎ|)4 =

4

4!
(|−0.5|)4 =

4

24
(0.0625) = 0.0101 

=> 𝐸1(𝑡) > 𝐸2(𝑡) > 𝐸3(𝑡) > ⋯ 

=> 0.125 > 0.041 > 0.010 > ⋯ 

د هوموتوپي انالیز  مېتود په مرسته د خطا د پورتنیو سرحدونو یو متقارب ردیف حاصل شو، نو 

  ی د پورتن  ویلي شو چې د زیات شمیر حدونو په پیداکولو سره دقیق حل ته لْنور نیږدي کیږي.

نیمه تحلیلي مېتودونو   تغیر تکرار منونکياو    هوموتوپي انالیز  د    معادلېخطي کسري دیفرانسلي  

 خطا په لْندي جدول کې په لنډ ډول د مقایسي په موخه لیکو:

 د خطا مقایسه معادلېد پورتنی   :جدول ۱

 د حد خطاء مېتود  تغیر تکرار منونکی هوموتوپي انالیز مېتود 
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0.125 2.000 𝑬𝟏(𝒕) 

0.041 2.000 𝑬𝟐(𝒕) 

0.010 2.666 𝑬𝟑(𝒕) 

لپاره چې د تغیر   معادلېجدول څخه لیدل کیږي دا چې د پورتني خطي کسري دیفرانسلي . ۱ له 

ردیف   د خطاء  او  زیاته  میتود خطاء  منونکی  د    یېتکرار  او  متزاید دی  وروسته  دریم حد  له 

چټک تناقص کوي نو د پورتني کسري   یېهوموتوپي انالیز مېتود خطاء کمه او د خطاء ردیف  

 لپاره هوموتوپي انالیز مېتود نسبت تغیر تکرار منونکی میتود ته اغیزمن مېتود   معادلېدیفرانسلي  

تغیر تکرار منونکي  او    هوموتوپي انالیزد  لپاره    معادلېخطي کسري دیفرانسلي    د پورتني  دی.  

په لْندي جدول کې په لنډ ډول د  د متحول د مختلفو قیمتونو لپاره  نیمه تحلیلي مېتودونو خطا  

  او د ښه وضاحت په موخه یې په ګراف کې ښیو. مقایسي په موخه لیکو

 سوي ګراف د پورتنی معادلې لپاره د حلونو مقای :.ګراف ۱
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 د خطا مقایسوي جدول  معادلې: د پورتنی جدول ۲

هوموتوپي  

انالیز  مېتود  

 خطاء 

هوموتوپي انالیز   

 مېتود 

تکرار منونکی مېتود  

 خطاء 

تکرار منونکی  

 مېتود 

دقیق حل  

(𝜶 = 𝟏) 
t 

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00 

0.0046 −3.108 × 10−6 0.0047 -0.00005 0.0047 0.10 

0.0176 -0.00004 0.0182 -0.0006 0.0176 0.20 

0.0373 -0.00018 0.0402 -0.0030 0.0372 0.30 

0.0628 -0.00052 0.0710 -0.0087 0.0623 0.40 

0.0931 -0.00119 0.1119 -0.0199 0.0920 0.50 

0.1276 -0.00235 0.1644 -0.0391 0.1253 0.60 

0.1658 -0.00416 0.2309 -0.0692 0.1616 0.70 

0.2072 -0.00682 0.3139 -0.1135 0.2005 0.80 

0.2518 -0.01055 0.4168 -0.1755 0.2413 0.90 

0.2994 -0.01558 0.5430 -0.2592 0.2838 1.00 

له پورتنیو جدولونو او ګراف څخه په ښکاره ډول لیدل کېږي، چې د خطي کسري دیفرانسلي  

دقیق قیمت په ټاکلو سره هوموتوپی انالیز مېتود د خطا ردیف تقارب د صفر   ℏلپاره د    معادلې

حال    داسې، پلپاره یو اغیزمن مېتود دی  معادلېلوري ته چټک دي نو د پورتني کسري دیفرانسلي  

کې چې د تغیر تکرار منونکي میتود د خطاء زیاته او د دقیق لْګرانژ ضریب پیداکول ستونزمن 

 دي چې دا کړنه د نوموړي میتود اغیزمنتیا د خطي کسري دیفرانسلي معادلو د حل لپاره کموي. 

 بحث او مناقشه 
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دیفرانسلي   کیږي    معادلېخطي کسري  کارول  کې  برخو  ډیرۍ  په  فزیک  او  انجینري    ددې د 

 دیفرانسلي معادلو په مرسته کولْی شو پیچلی فزیکې او د انجینري موضوعات موډل کړو. 

نیمه   ډیر شمیر  لپاره  راوړلو  د لْسته  تقریبي حلونو  د  معادلو  دیفرانسلي  د خطي کسري  داچې 

معادلو    ددې حل کړو، خو    معادلېتحلیلي مېتودونه شتون لري چې په مرسته یې کولْی شو یادي  

په موخه چې د لْسته    ه تحلیلي مېتودونه کارول کیږي ددېد تقریبي حل لْسته راوړلو لپاره نیم 

راغلي حل دقت زیات او خطا کمه شي د نیمه تحلیلي مېتودونو په منځ کې هغه مېتود انتخابوو 

انالیز   مېتودونه) هوموتوپي  تحلیلي  نیمه  مؤثر  پدي مقاله کې دوه  زیات وي.  يي  چې مؤثریت 

ې د کنترول پارامتر  مېتود او تغیر تکرار منونکی مېتود( ټاکل شوي دي، چې په نوموړو مېتودونو ک

په مرسته کولْی شو پیچلي خطي کسري دیفرانسلي   د هغه  او لْګرانژ ضریب شتون لري چې 

په کم وخت کې حل کړو  معادلې پواسطه  بیدار, &   , (J.He, 2006) د ساده عملیو  )صالحي, 

 . (۱۴۰۴نوري, 

 یو اغیزمن معادلو د نیمه تحلیلي حل لْسته راوړلو لپاره هوموتوپي انالیز    دیفرانسليد خطي کسري  

د    مېتود میتود کې  پدې  میتود دی.  تحلیلی  په    ℎنیمه  ټاکلو سره  په دقیق  پارامتر  کنترولونکې 

ډول حل کړو چې دقت یې زیات او خطاء یې    داسېآسانۍ سره کولْی شو نوموړي معادلې په  

کسري دیفرانسلي معادلو په اولیه شرایطو په شتون  خطي  لو  چد پی  .(J.Liao S. , 2004) کمه وي

کې ترټولو مؤثر نیمه تحلیلي مېتود هوموتوپي انالیز دي چی په هر ډول شرایطو کې نسبت نورو  

متر، کمکې تابع او انعطاف منونکې خواصو په لرلو امېتودونو ته د تطبیق وړ دي، د تقرب د پار 

 . (Zill & Cullen, 2009) په لنډ وخت کې په ساده ډول حل کړي  معادلېسره کولْی شي پیچلي  

میتود عمده علت    يهمدارنګه د خطي کسري دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره د تغیر تکرار منونک 

او د ورکړل شویو اولیه شرایطو سره په ښه ډول    یخطي برخي نشتوال  ېد غیر   ېهم په معادله ک

میتود د لْګرانژ ضریب  تغیر تکرار منونکي    د  اساس. پس پر دې   (wu & He, 2007) یدمطابقت  

ېږي. خو د  )تقرب( ک  ېپه مناسب ټاکلو سره مرحله په مرحله په سرعت سره دقیق حل ته نږد
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پیچلو خطي کسري دیفرانسلي معادلو لپاره د مناسب لْګرانژ ضریب پیداکول ستونزمن دي، زیات  

وخت او اظافي عملیو ته اړتیا پیداکیږي تر څو د لْګرانژ ضریب لپاره مناسب قیمت پیداکړو چې 

 . (Tomar, 2023) دا کړنه د نوموړي میتود نیمګړتیا ښیې

 پایلې 

په دې مقاله کې د خطي کسري دیفرانسیلي معادلو د نوعیت، اولیه شرایطو او د خطاء کموالي 

معیار په پام کې نیولو سره دوه نیمه تحلیلي میتودونه)هوموتوپي انالیز میتود او تغیر تکرار منونکی(   

لي په پام کې پرتله شوي دي. د  یادو نیمه تحلیلي میتودونو د ځانګړنو، نیمګړتیاوو او خطاء کموا

نیولو سره د بېلابېلو کسري دیفرانسیلي معادلو لپاره په مختلفو شرایطو کې د حل لپاره میتودونه 

مشخص شوی دي. که چېرې د معادلې نوعیت ته په کتلو او اولیه شرایطو په پام کې نیولو سره د 

به یې کمه وي    حل لپاره مناسب میتود انتخاب شي، د لْسته راغلي حل دقت به زیات او خطاء

 او همدارنګه د بې ځایه عملیو د تر سر کولو او وخت د ضایع کېدو څخه به مخنیوی شوی وي.

د خطي کسري دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره هوموتوپي انالیز او تغیر تکرار منونکی دواړه اغېزمن  

کنترولونکي پارامتر په دقیق ټاکلو   ℎمیتودونه دي. د هوموتوپي انالیز میتود اغېزمنتیا دا ده، چې د  

کمه وي.    یېزیات او خطاء    یېحل لْسته راځي چې دقت    داسېسره د نوموړو معادلو لپاره  

حال کې چې تغیر تکرار منونکی میتود د کسري دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره د لْګرانژ  داسېپ

ضریب معرفي کوي، چې د هغه د دقیق قېمت په ټاکلو سره د تکراري رابطې په مرسته په آسانۍ 

سره اصلي حل ته تقرب کوي، خو ددې ضریب دقیق ټاکل زیات وخت او اضافي عملیو ته اړتیا  

 پیداشي.   یېبتا دقیق قیمت لري تر څو نس

یادوني وړ ده هغه پیچلي خطي کسري دیفرانسلي   په مرسته مهم مسایل    معادلېد  هغه  چې د 

موډل شوي وي  دحل د دقت او خطا د کموالي په موخه یې د هوموتوپي انالیز مېتود اغیزمنتیا  

زیاته ده ممکن عمليي یې اوږدي وي خو د لْسته راغلي  ته  تغیر تکرار منونکي میتود  نسبت 

 تقریبي حل دقت زیات دي.
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