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پلاس او شیهو تبدیلونه  حلونه موندل دي. پایلې څرګندوي چې د لْ 
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Abstract 

Fractional-order differential equations are a generalization of 

ordinary differential equations. The foundations of this concept 

were first established in 1695 with the emergence of fractional 

calculus, and it has since become one of the important tools for 

modeling problems in mathematics, physics, and engineering. 

Various methods are employed to solve such equations, among 

which the Laplace transform, Shehu transform, and power 

series method play a fundamental role. The objective of this 

study is to obtain analytical solutions of Caputo-type linear 

fractional differential equations with constant and variable 

coefficients through the application and comparison of the 

Laplace transform, Shehu transform, and power series method. 

The results indicate that the Laplace and Shehu transforms are 

accurate and efficient for solving fractional equations with 

constant coefficients. Although the application of the Laplace 

transform is relatively simpler than that of the Shehu transform, 

the power series method yields superior results for fractional 

differential equations with variable coefficients. The study 

demonstrates that the selection of an appropriate method 

depends on the nature of the given equation. 

Keywords: Transform, Power series method, Linear fractional 

differential equation, Shehu method, Laplace method. 
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 سریزه

د عادي دیفرانسیلي   (Fractional Differential Equations) کسري مرتبه دیفرانسیلي معادلې 

مرتبو سره تعریف شوي  (Fractional) کسري  پکې د    معادلو عمومي بڼه ده، چیرې چې مشتقونه

د کسري کالکولس سم رامنځ   کال  میلادي  1695دي. د دې مفکورې بنسټ د لومړي ځل لپاره په  

چې تر ټولو    ،د دې معادلو د حل لپاره بېلابېل مېتودونه کارول کېږي  .(Podlubny,1999)ته شو

،  (Numerical Solutions) حلونه  ددې، ع(Analytical Solutions) مشهور یې تحلیلي حلونه

حلونه تحلیلي  نیمه  انجنیرۍ،  دا  ،  دي (Semi-Analytical Solutions) او  فزیک،  د  معادلې 

 Kilbas) کارېدونکي دي  راخهاقتصاد او نورو برخو کې د پېچلو سیستمونو د ماډل کولو لپاره پ

et al, 2006) . 

چي  ، حل لپاره، انتگرالي تبدیلونه یو له مؤثرو مېتودونو څخه ديتحلیلي  د دیفرانسیلي معادلو د 

د لْپلاس تبدیل چې په   ،( ته انتقالوي𝑤یا     𝑠)  ېساح  ېبلڅخه  (  𝑥یا     𝑡)   ېتابع له یوي ساح

پیر  1785 ا  د  معرفي شو  لخوا  (Pierre Simon Laplace)  سیمون لْپلاس  -میلادي کال کې د 

 ۍاو انجینر   چې د تطبیقي ریاضیاتو ،فزیک  ،تبدیل یو له هغو مهمو تحلیلي مېتودونو څخه دي

الجبري معادلو ته بدلوي  معادلېدیفرانسیلي تبدیل  لْپلاس د  ،په بیلابیلو برخو کې کارول کیږي

 (Kazem, 2013).،چې د حل پروسه ساده کوي

( او همکارانو  مایټاما شیهو  تبدیل  2019شیهو  تبدیل معرفي کړ، چې شیهو  انتګرالي  نوی  یو   )

 .  (Khalouta & Kadem,2019)بدلونونو عمومي بڼه ده Sumudu د لْپلاس او  دا تبدیلږي.  ينوم

پوهانو سره تړلي، چیرې  مې پېړۍ له ریاضي18تاریخي بنسټونه د    مېتود  د توان لرونکې سلسلې

د   کوشي پر بنسټ کتنه وکړه. وروسته  سلسليدیفرانسیلي معادلو حل ته د    لْګرانژ او اویلر چې

یې د عادي دیفرانسیلي   سلسلې  توان لرونکې  د تحلیل لپاره دقیق مفاهیم تعریف کړل او  ګانوتابع

 .((DiPrima & Boyce ,2009 لهمعادلو د حل یوه رسمي او سیستماتیک طریقه وګرځو 

او   ثابتو  او مقایسه د  تطبیق، تحلیل  لرونکې سلسلې  مېتودونو  توان  او  دا چې د لْپلاس، شیهو 

متحولو ضریب لرونکو کسري دیفرانسیلي معادلو لپاره د مناسب مېتود انتخاب په علمي ډول نه  

 دي تحلیلي شوي. چې دا په علمي ساحه کې یوه تشه ګڼل کیږي.

او توان لرونکې  شیهو    خطي کسري مرتبه دیفرانسیلي معادلو هر یو لْپلاس،  دله بلې خوا دا چې  

چې د کوم   ،مقایسوي تحلیل اړتیا شتهد    چې لږې څېړنې پرې شوې ديسلسلې د حل مېتودونه  
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علمي توګه نه دي ارزول شوي. نه په   اآس  یېاو تطبیق  ،  ور، ګټډول معادلو لپاره کوم مېتود مناسب

 .دلْیلو له مخې اړینه او ارزښتناکه ده د پورتهله همدې امله دا څېړنه 

 څیړنې موخه 

  کاپوتو ثابتو او متحولو ضریب لرونکو  لْپلاس، شیهو او توان لرونکې سلسلې مېتودونه چې  په  

او مقایسې څخه د  مناسب او اغیزمن مېتود   تطبیقباندې د  وخطي کسري دیفرانسیلي معادل نوعه

 انتخابول دي.  

 څیړنې پوښتنې 

 د کوم ډول خطي کسری دیفرانسیلي معادلو د لپاره اغیزمن دي؟ مېتودد لْپلاس تبدیل 

 دي؟   ونه د کوم خطي کسري دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره مناسبمېتودد شیهو تبدیل 

 ؟اغیزمن دي مېتود د کوم ډول خطي کسري معادلو لپاره  ېد توان لرونکې سلسل

 تیرو اثارو ته کتنه 

دیلانتیګرالي   ه)تبـ ه یوي Integral Transformsونـ ابع لـ ه دي چي تـ ضـــیکي تخینکونـ ا ه ریـ ( هغـ

( ته انتقالوي، تر څو پیچلي مسـایل او معادلې سـاده شي. د 𝑤یا     𝑠( بلي سـاحی )𝑥یا     𝑡سـاحي )

ضـیاتو له سـترو پرمختګونو سره تړلي ده. تبدیلدغو   ونه تبدیلځنیې مهم انتګرالي و تاریخچه د ریا

فوریــه   فوریــه)Fourier Transform)  تبــدیــللکــه د  ــټ ګړ یی ژوزف  بنســ  Joseph( چې 

Fourier)   تبدیلد تودوخي د انتقال د معادلې په حلولو کې یی ور څخه اسـتفاده وکړه،لْپلاس 

چې د عادي دیفرانســیلي   (Pierre-Simon Laplaceچي بنســټ ګړ یی پیر ســایمون لْپلاس )

ــتفـاده کیږي، زي (  Z-Transform)تبـدیـل  -معـادلو حـل او د احتمال نظریی پـه پراختیـا څخـه اسـ

چې په دیجیټل ســـیســـتمونو ،ســـیګنال پروســـس او کنټرول تیورۍ ورڅخه اســـتفاده کیږي او 

( چې هم محوري سـیسـتمونو ورڅخه استفاد ه Hankel Transform)تبدیلهمدارنګه د هینګل  

  (Shah & Naik,2023; Maitama& Zhao, 2019) .وشوه

میلادي کال کې  1785( لخوا پهPierre Simon Laplaceسـیمون لْپلاس )  -لْپلاس تبدیل د پیر

ــوي دي دا تبـدیـل یو لـه هغو مهمو تحلیلي   دې تبـدیـل لـه تطبیق   ونو څخـه دي، دمېتودمعرفي شـ

بڼه اخلي او بیا یی د معکوس لْپلاس تبدیل معادلې الجبری  دیفرانسـیلي معادله د  څخه وروسـته

یلي معادلو د دق یې چې لْپلاس تبدیل د کسـري دیفرانسـ ه کیږي او ښـ یقو تحلیلي  له لْري تر لْسـ
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او کولای شييد د راتلونکو ړنونو اراره د لا پراخو مطااتاتو  ،دي  مېتود حلونو لپاره یو غوره

 .(Kazem, 2013) زمینه برابره کوي

ونو  مېتودلپاره یو له خورا پیژندل شویو دحل د خطي کسري دیفرانسیلي معادلو  تبدیلد لْپلاس 

ابتدا د  دا  چې  ځکه  دی،  دی.    یېڅخه  پیاوړی  کې  کولو  اداره  په  کسري   شرایطو  خطي  په 

، چې دا یې وښودله  شوي دي  کارول په پراخه کچه تحلیل  بدیلدیفرانسیلي معادلو کې د لْپلاس ت 

څنګه   کسري    کولیتبدیل  چې  پیچلي  معادلې  شي  بڼ  دیفرانسیلي  راکمې   ېالجبري  ته 

 .(Fahad, Rehman, & Fernandez,2020)يکړ 

ل  ڼد خطې کسري دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره یوه مهمه تحلیلي وسیله ګ  مېتودد لْپلاس تبدیل  

 ي کسر   ي د لْپلاس تبدیل پواسطه د خط  ې بنسټیزه څیړنه چې پکې ی  ې مېتود لومړن  ېد د،کیږي

د   ېارزښت مسئل یېترتیب ابتدا  يد کسر دیفرانسیلي معادلو تحلیلي حلونه مطالعه کړل. نوموړي 

 .(Podlubny,1999)ېحل کړ  ېلْپلاس تبدیل له لْر 

 عادي دیفرانسیلي معادلو د دقیقوتحلیلي حلونو ي د کسر  ېمېتود پواسطه ی تبدیل د د د لْپلاس

لْسته راوړلو لپاره خپلي څیړنې خپری کړي، چې د مختلفو کسری ترتیب ماډلونو لپاره یی دقیق 

 (Ali et al, 2017 ).حلونه وړاندې کړل

په نوم یادیږي   𝐿𝑎(𝑓(𝑡)) یړنه کې یو تعدیل شوی لْپلاس تبدیل معرفي شوی، چې څپه دې  

ده بڼه  عمومي  یوه  تبدیل  لْپلاس  د کلاسیک  دا  یو    ، او  پکې  دی   ترپارام  aچې  شامل شوی 

لیکوالْن د دې تعدیل شوي تبدیل بنسټیز خاصیتونه لکه خطي خاصیت، شفتینګ تیورمونه، او  

، مثلثي  یېدي. بیلابیلو مثالونو له لْرې یې دا تبدیل د نما  يکانولوشن )تداخل( قواعد ثابت کړ 

د ریاضي، فزیک، او    تبدیل مېتودلپاره کارولی دی. دا   لْګرانژ او بسیل لکه  تابع ګانواو ځانګړو  

کلاسیک   لپاره چې  د حل  ستونزو  هغو  د  بدیل مېتودانجنیرۍ  مؤثر  یو  دي،  محدود  پکې  ونه 

 .(Saif, Khan , Nisar, & Araci, 2020)وړاندې کوي

تر ځو د غیر خطي کسري مرتبه  ،ونه یو ځای کارويمېتود وياو تجزید لْپلاس دا څیړنه  

. دا  څیړنه (Mohamed, Kadri, & Khalil2023) يیلي معادلو تحلیلي حل تر لْسه کړ دیفرانس

د کسری ترتیب دیفرانسیلي معادلو د ابتدایی ارزښت مسائلو د حل لپاره  مېتودد لْپلاس تبدیل 

 . (Jadhav, Salunkhe, & Patel, 2024)کاروی
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دځینو عادي کسرــي دیفرانســیلي معادلو د دقیقو حلونو د پیدا کولو لپاره   مېتودد لْپلاس تبدیل  

 . (Ali et al, 2017) تطبیق شوي دي

ــیهو او همکارانو ) ــیهو مایټاما ش ــیهو تبدیل 2019ش ( یو نوی انتګرالي تبدیل معرفي کړ، چې ش

 Khalouta)دیفرانسـیلي معادلو د حل لپاره کارول کېږي  قسـمينومېږي. دا تبدیل د عادي او 

& Kadem,2019). 

تبدیل انتیګرالي  نوي  یو  تبدیل  شیهو  او    دي،  د  لْپلاس  د  تبدیلونو انتګرالي    Sumuduچې 

بڼه   دعمومي  چې  ګیږي  لرونکوګڼل  ضریب  متحول  او  ،    ثابت  کسري   قسميعادي  او 

 .  (Maitama& Zhao, 2019)معادلو په تحلیلي حل کې ور څخه استفاده کیږي دیفرانسیلي

یهو ت  تیو کې معرفي شـویبدیل شـ یهو تبدیل ،   چې په وروسـ د خطي  مېتودداڅیړنه ښـیی چې د شـ

ي مشـتق د تعریف په اسـاس دي،چې دکسر ـ  مېتودمعادلو دلپاره یو نوي او غوره دیفرانسـیليکسـري 

معکوس په مرسـته  تبدیلور کوي.د دې    تبدیلارزښـت مسـئلي سـاده الجبري معادلو ته  یېابتداد 

چې په دې برخه کې یی  ځینې علمي مثالونه  ،یلي حلونه په آســانۍ تر لْســه کیږيد مســئلو تحل

 .(Bribesh, 2023)هم وړاندې کړي دي

خطي کسري دیفرانسیلي ې  او هم غیر متجانسې  لري چې هم متجانسدشیهو مېتود دا ځانګړنه  

لیویل او کپوتو تعریفونو له امله بیان شوي دي دا  – حل کړي او کسري مشتقونه د ریمان  معادلې

کسر  خطي  غیر  متجانس  يتبدیل  او  مسئلې د    معادلېدیفرانسیلي    ېمتجانسې  قیمتونو    ابتدایی 

(IVPsلوي تبدیل  ته  معادلو  الجبري  وي    (  آسان  یی  حل   & Khalouta)چې 

Kadem,2019) . 

مې پېړۍ له 18تاریخي بنســټونه د   (Power Series Method) مېتود  توان لرونکې ســلســلېد  

ــلســلېد دیفرانســیلي معادلو حل ته د  لْګرانژ اواویلر  پوهانو سره تړلي، چیرې چېریاضي پر    س

توان د تحلیل لپاره دقیق مفاهیم تعریف کړل، او   ګانو د تابع وشيک بنســټ کتنه وکړه. وروســته

یوه    لپاره عادي دیفرانسـیلي معادلو د حل ثابت او متحول ضریب لرونکې یې د لرونکې سـلسـله

 .(Boyce & DiPrima,2009; Zill, 2021)رسمي او سیستماتیک طریقه وګرځوله.  

د کسري دیفرانسیلي معادلو د تحلیلي حل لپاره یوه مؤثره او انعطاف   مېتود  توان لرونکې سلسلېد  

کولْی    مېتود  د توان لرونکې سلسلې  ونو پر ځایمېتودچې د دودیزو عددې    ،منونکې طریقه ده

 .(Vatsala& Pageni, 2023)شي دقیق تحلیلي حلونه وړاندې کړي 
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په  استفاده   مېتود  په کتو له کیفي  څیړنې ته اړین   د لْپلاس او شیهو تبدیلونو  په پیل کې  څخه 

تعریفونه وړاندې کېږي توان    ،تیوریکي  د  او  تبدیلونو ځانګړتیاوې  او شیهو  وروسته د لْپلاس 

مېتودونو تطبیق    په پای کې د بیلابیلو مثالونو له لْرې د دې  ،تشریح کېږي  مېتودلرونکې سلسلې  

 .کېږي ېاو پایلې وړاند

 لاپلاس تبدیل 

0تابع لپاره د لْپلاس تبدیل په   𝑓(t)د : تعریف ≤ 𝑡 < انتروال کې په لْندې ډول  ∞

 .تعریفیږي

𝐿(𝑓(𝑡)) =  𝐹(𝑠) = ∫   e−st 𝑓(t)dt
∞

0

        𝑅𝑒(𝑠) > 0.               (1)   

𝐹(𝑠) تابع ته د 𝑓(t) ، تابع لْپلاس تابع  Lاو   ته لْپلاس اوپراتور𝑠  ته د لْپلاس تابع متحول

 .(Shah & Naik,2023)وایی

 د لْپلاس تبدیل ځینې اساسي خاصیتونه 

تابع ګانو لپاره د لْپلاس  𝑓2(𝑡)او  𝑓1(𝑡)  د لْپلاس تبدیل خطي دي،یعنې که :خاصیت. 1

,𝑐2وي او  F2(s) او 𝐹1(𝑠)  تبدیل 𝑐1   .اختیاری ثابتونه وي نو 

𝐿[𝑐1𝑓1(𝑡) + 𝑐2𝑓2(𝑡)] = 𝑐1L[𝑓1(𝑡)] + 𝑐2L[𝑓2(𝑡)].                     (2) 
(Ali et al, 2017) . 

𝐿(𝑓(𝑡))که    :خاصیت. 2 =  𝐹(𝑠)  وي نو 

𝐿(𝑓(𝑎𝑡)) =
1

𝑠
 𝐹(𝑠)                                                                       (3) 

(Podlubny,1999) . 
 منونکې وي نو مشتق ځله 𝑛 ـ تابع 𝑓(𝑡)که   خاصیت:. 3

L[𝑓(𝑛)(𝑥)] = 𝑠𝑛 𝐹(𝑠) − 𝑠𝑛−1𝑓(0) − 𝑠𝑛−2𝑓′(0) − ⋯𝑓(𝑛−1)(0)  
(Shah & Naik,2023). 

𝐿[𝑓(𝑡)]که  خاصیت:. 4 = 𝐹(𝑠)  او𝐿[𝑔(𝑡)] = 𝐺(𝑠)   لْپلاس تبدیلونه وي نو

𝑓)دوو تابع ګانو کانولوشن   𝑔(t)او  𝑓(𝑡) د ∗ 𝑔)(𝑡) .لْپلاس تبدیل په لْندې ډول دي 

L[(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡)] = F(s)G(s).                                                                 (5) 
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 .(Ali et al, 2017)داسې چې د دوو تابع ګانو کانولوشن ضرب په لْندې ډول دي

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑣)𝑔(𝑡 − 𝑣)𝑑𝑣
𝑡

0

= ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑣)𝑔(𝑣)𝑑𝑣,
𝑡

0

  𝑡

> 0   (6) 
 معکوس لاپلاس تبدیل 

تابع لْپلاس تبدیل تابع وي، نو معکوس لْپلاس تبدیل یی په   𝑓(𝑡)د   𝐹(𝑠)که :تعریف

 لْندې تعریفیږي. 

𝑓(𝑡) = 𝑆−1[𝐹(𝑠)] =
1

2𝜋𝑖
lim
𝑇→∞

∫ 𝑒𝑠𝑡F(s)ds,       𝛼 > 𝑠.      (7)      
𝛼+𝑖𝑇

𝛼−𝑖𝑇

 

 .( Podlubny,1999)تابع معکوس لْپلاس تبدیل تابع وایی 𝐹(𝑠)ته د  𝑓(𝑡)چې 

 
 تبدیل لْپلاسد ځینو خاصو تابع ګانو  : جدول 1

 

 

 

 

 

 

 که یو ه تابع په لاندې ډول تعریف شوي وي، تعریف:

Eα(z) =∑
zk

Γ(kα + 1)

∞

k=0

 ,       α ∈ ℂ, Re(α) > 0.           (8)         

  -دا تابع د سویډن مشهور ریاضي پوه ګوستا میتاګ ورته یو متحوله میتاګ لفلر تابع وایی

میلادي کال کې معرفي شوه، دا    1903له خوا په   (Gosta Mittag-Lefflerلفلر)

تابع   یېلفلر تابع د نما - تابع په کسری مشتق او انتیګرال ډیر ګټور رول لري، دمیتاګ
(Exponential Functionده )( تعمیم )عمومي  بڼه. 

 S. No تابع لْپلاس تبدیل

1

𝑠
 1 1 

1

𝑠2 
 t 2 

𝑛!

𝑠𝑛+1
 𝑡𝑛  3 

1

𝑠 − 𝑎
 𝑒𝑥𝑝(𝑎𝑡) 4 
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𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑛

𝛤(𝑛𝛼 + 𝛽)

∞

𝑛=0

, α, 𝛽 ∈ ℂ, Re(α), Re(𝛽) > 0.  (9)   

 . (Kazem, 2013)ته دوه متحوله میتاګ لفلر تابع وایی 

𝑓(𝑥)د  تعریف: ∈ 𝐶𝜇 , 𝜇 ≥ αتابع لپاره د ریمان لوویل  1− > مرتبه کسري انتیګرال   0

 .(Kazem, 2013) اوپراتور په لْندې ډول تعریفیږي

𝐼0
 
𝑥
𝛼𝑓(𝑥)

= {

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡  ,    𝛼 > 0 , 𝑡 > 0          

𝑥

0

𝑓(𝑥) ,                                               𝑡 = 0               

}    (11)    

𝑛که    تعریف: − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 , 𝑡 > 0 , 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶𝜇
𝑛    وي، داسې چې𝑛   يو طبعي عدد

𝐷𝑐.او په   په لْندې ډول تعریفیږيتابع لپاره د کاپوټو کسري ترتيب مشتق    𝑓(𝑡)دی نو د  
𝛼𝑓(𝑡) 

𝐷𝑡یا
𝛼𝑓(𝑡) 0

𝐶 سره ښودل کیږي(Kazem, 2013) . 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) 0

𝐶 = {

1

Γ(𝑛−𝛼)
∫ (𝑡 − 𝑢)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0
, 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛.

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑥𝑛
                                    𝑛 = 𝛼        

     

,α که قضیه:1 𝛽 > 0 , 𝑎 ∈ ℝ     او|𝑎| < 𝑅𝑒(𝛼) تبدیل  لْپلاس وي نو لْندې معکوس

,𝐾𝑎𝑧𝑒𝑚)حاصلیږيفورمول  2013) . 

𝐿−1 [
𝑠𝛼−𝛽

𝑠𝛼 − 𝜆
] = 𝑥𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(𝜆𝑥

𝛼) ⇒   𝐿[𝑥𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(𝜆𝑥
𝛼)] =

𝑠𝛼−𝛽

𝑠𝛼 − 𝜆
 

α نتګرال اپراتور مرتبه ا لیوویل د کسري –د ریمان  قضیه: 2 > لْپلاس تبدیل په لْندې ډول 0

 دي 

        𝐿[ 𝐼0
 
𝑥
𝛼] =

𝐹(𝑠)

𝑠𝛼
.                                                    (14) 

α اپراتور  مشتق  مرتبي د کسري کپوتو د :قضیه 3 >  په لْندې ډول ديلْپلاس تبدیل لپاره  0

(Katoch& Ali, 2022) . 

L[ Dx
αf(x) 0

c ] = sαF(s) −∑sα−k−1
n−1

k=0

f (k)(0).                             (18) 

mailto:rjd@wu.edu.af


  

۶۹-۵۱(:۱) ۵، ژورنال څېړنیز  علومو د وردګ پوهنتون د طبیعي  (.۱۴۰۵) نورحمن . ،هاشمي         WNNS  

 

 آزاده لْسرسی                                                                                            مروري

60 
RCTD- GNJR- 0032-23                                                                    Journal E: rjd@wu.edu.af 

 شیهو تبدیل 

 باندې که   𝐴 نمایی مرتبې تابع شیهو تبدیل د تابع ګانو په یوه ټاکلي سیټ  𝑣(𝑡) د تعریف:

𝐴 = {𝑣(𝑡): ∃ 𝑁, 𝜂1, 𝜂2 > 0, |𝑣(𝑡)| < 𝑁 𝑒𝑥𝑝 (
|𝑡|

𝜂𝑖
) , 𝑖𝑓 𝑡

∈ (−1)𝑖 × [0,∞)}      (19) 

 تابع شیهو تبدیل د لْندي انتګرال پواسطه تعریفیږي. 𝑣(𝑡) وي نو  د 

             𝕊[𝑣(𝑡)] = 𝑉(𝑠, 𝑢) = ∫ exp (−
𝑠𝑡

𝑢
) v(t)dt,

∞

0

    𝑡 > 0   

                   = lim
𝛼→∞

∫ exp (−
𝑠𝑡

𝑢
) v(t)dt,     𝑠 > 0     𝑢 > 0.     

𝛼

0

 

,𝑉(𝑠چې  𝑢)  ته د𝑣(𝑡)  تابع شیهو تبدیل تابع او𝕤   ته د شیهو تبدیل

 .(Khalouta & Kadem,2019)اوپراتوروایی

 د شیهو تبدیل ځینې اساسي خاصیتونه 

 تابع ګانو لپاره شیهو تبدیل 𝑣2(𝑡)او  𝑣1(𝑡)دشیهو تبدیل خطي دي،یعنې که  خاصیت: . 1

𝑉1(𝑠, 𝑢)  او 𝑉2(𝑠, 𝑢)   وي او𝑐2, 𝑐1   .اختیاری ثابتونه وي نو 
𝕊[𝑐1𝑣1(𝑡) + 𝑐2𝑣2(𝑡)]

= 𝑐1𝕊[𝑣1(𝑡)] + 𝑐2𝕊[𝑣2(𝑡)].                           (20) 
𝕊[𝑣(𝑡)]که    خاصیت:. 2 =  𝑉(𝑠, 𝑢)  وي نو 

𝕊[𝑣(𝛽𝑡)] =
1

𝛽
𝑉 (
𝑠

𝛽
, 𝑢).                                                    (21) 

 متحول ته وي نو     𝑡منونکې تابع نظرمشتق  ځله 𝑛  ـ تابع 𝑣(𝑡)که    خاصیت:. 3

𝕊[𝑣(𝑛)(𝑡)] = (
𝑠

𝑢
)
𝑛

𝑉(𝑠, 𝑢)

−∑(
s

𝑢
)
n−k−1

n−1

k=0

v(𝑘)(0).                       (22) 
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,𝑣(𝑡)که   خاصیت:. 4 𝑤(𝑡) ∈ 𝐴 شیهو تبدیل په ترتیب سره   دوه تابع ګانې داسې چې

𝑉(𝑠, 𝑢)   او𝑊(𝑠, 𝑢)    وي نو د𝑣(𝑡)  او𝑤(𝑡) کانولوشن  ((𝑣 ∗ 𝑤)(𝑡))  تبدیل شیهو

 .(Belgacem & Bokhari, 2019)په لْندې ډول دي
𝕊[(𝑣 ∗ 𝑤)(𝑡)] = 𝑉(𝑠, 𝑢)𝑊(𝑠, 𝑢) ,   (𝑣 ∗ 𝑤)(𝑡)

= ∫ 𝑣(𝜏)𝑤(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

. 

 شیهو تبدیل معکوس 

,𝑉(𝑠که تعریف: 𝑢)  د𝑣(𝑡)  تبدیل یی په لْندې  شیهوتبدیل تابع وي، نو معکوس  شیهوتابع

 .(Maitama& Zhao, 2019 )تعریفیږي

𝑣(𝑡) = 𝕊−1[𝑉(𝑠, 𝑢) =
1

2𝜋𝑖
∫

1

𝑢
exp (

𝑠𝑡

𝑢
) V(s, t)ds.         (23)  

𝛼−𝑖∞

𝛼−𝑖∞

 

 تبدیل شیهود ځینو خاصو تابع ګانو  جدول:2

 تبدیل  شیهو
 

 S. N تابع

u

s
 

 
1 1 

u2

s2 
 

 
t 2 

(
u

s
)
n+1

, n = 1,2,3,⋯ 
 

tn 3 

 
u

s − au
 

 
exp(at) 4 

 

,𝛼که  :قضیه 4 𝛽 ≥ 0, 𝑎 ∈ ℝ   او|𝑎| <
𝑠𝛼

𝑢𝛼
لْتدې  یی پهوي نو معکوس شیهو تبدیل  

 .(Bribesh, 2023) ډول دي

𝑆−1 [
 𝑢𝛼𝑠𝛼−𝛽

𝑠𝛼 + 𝛼𝑢𝛼
] = 𝑡𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(−𝑎𝑡

𝛼).                                            (24) 
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 په لْندې ډول دي تبدیل  شیهوانتګرال  مرتبه لیوویل کسري –د ریمان  :قضیه 5

𝑆[ 𝐼0
 
𝑥
𝛼𝑓(𝑡)] = (

𝑢

𝑠
)
𝛼

𝑉(𝑠, 𝑢).                                                         (25) 

 & Khalouta) په لْندې ډول ديتبدیل  شیهو لپارهمشتق د کسري  پوتواک د :قضیه 6

Kadem,2019). 

𝑆[ 𝐷𝑥
𝛼𝑣(𝑥) 0

𝑐 ] = (
𝑠

𝑢
)
𝛼

𝑉(𝑠, 𝑢) −∑(
𝑠

𝑢
)
𝛼−𝑘−1

𝑛−1

𝑘=0

𝑣(𝑘)(0).           (26) 

 موندنې  

 د لاپلاس تبدیل مېتود تطبیق 

 په پام کې نیسو. متجانسه کسري دیفرانسیلي معادله ثابت ضریب لرونکې  لْندې مثال:

 𝐷𝐶
𝛼𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥) = 0.  , 𝑦(0) = 1 , 𝑦′(0) = 0.       0 <  α

≤ 2     (27)     
 له دواړو خواوو څخه لْپلاس تبدیل اخلو.  ېمعادل پورته  دحل: 

ℒ[𝐷𝐶
𝛼𝑦(𝑥) + 𝑦(𝑥)] = ℒ[0]                                                (28)           

 
𝑠𝐹(𝑠) − 𝑦(0)

𝑠1−𝛼
+ 𝐹(𝑠) = 0.                                     (29)                  

 ته حلوو.  𝐹(𝑠)معادله  (29)

   𝐹(𝑠) =
𝑠𝛼−1 + 1

1+𝑠𝛼
.                                                                  (30) 

 څخه معکوس لْپلاس تبدیل اخلو.  دواړو خواوورابطي له  (30)د 

𝑓(𝑥)  = ℒ−1[𝐹(𝑠)] = ℒ−1 [
𝑠𝛼−1 + 1

1+𝑠𝛼
]                          (31) 

 حل لْسته راځي. معادلې (31)د  څخه په استفاده سره یېقض  1د

𝑦(𝑥) = 𝐸𝛼(−𝑥
𝛼) . 

لاندې متحول ضریب ارونکې کسري دیفرانسیلد متاداه د لاپلاس تبدیل منتود په    مثال:

 :وسیله حل کوئ

         𝐷𝐶

1
2𝑦(𝑡) + 𝑡𝑦(𝑡) = 0   ,     𝑦(0) = 𝑦0.                (32)               

 له دواړو خواوو لْپلاس تبدیل په اخستلو سره لرو    حل :
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ℒ [𝐷𝐶

1
2𝑦(𝑡) + 𝑡𝑦(𝑡)] = 0 ⇒ 𝑠

1
2𝑌(𝑠) − 𝑠−

1
2𝑦0 −

𝑑

𝑑𝑠
𝑌(𝑠) = 0 

𝑑𝑌

𝑑𝑠
− 𝑠

1
2𝑌(𝑠) = 𝑠−

1
2𝑦0             (33) 

پورته یوه لومړي ترتیب عادې خطې دیفرانسیلي  معادله ده چې حل یی د انتګرال فکتور څخه  

 په استفاده سره لْندې شکل لري. 

𝑌(𝑠) = −𝑦0𝑒
2
3
𝑠
3
2
∫𝑠−

1
2 𝑒−

2
3
𝑠
3
2
𝑑𝑠 + 𝐶𝑒

2
3
𝑠
3
2
         (34) 

 رابطي څخه معکوس لْپلاس تبدیل تابع پیدا کول ساده نه ده. (34)له 

 د شیهو تبدیل متیود تطبیق

ړخه په تبدیل منتود  شیهوضریب ارونکې کسري دیفرانسیلد متاداه د  ثابتندې لا :مثال

 حل کوئ استفاده سره
D𝐶
𝛼𝑓(𝑡) + 𝑓(𝑡) = 0 ,    𝑦(0) = 1   ,    𝑦′(0) = 0     0 < 𝛼

≤ 2.   (35)     
   شیهو تبدیل اخلو. نو لرو چې له دواړو خواوو د پورته معادلې  حل:

𝕊[D𝐶
𝛼𝑦(𝑡) + 𝑦(𝑡)] = 𝕊[0]                                

𝑠

𝑢𝛼

𝛼

𝐹(𝑠, 𝑢) − (
𝑠

𝑢
)
𝛼−1

+ 𝐹(𝑠, 𝑢) = 0            

      𝐹(𝑠, 𝑢) =
𝑢𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝑢𝛼
                                      (36)    

   حل لْسته راځي اخستلو له د معکوس شیهو تبدیل له دواړو خواوو  معادلې (36)د 

𝕊−1[𝑌(𝑠, 𝑢)] = 𝕊−1 [
𝑢𝑠𝛼−1

𝑠𝛼 + 𝑢𝛼
] ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡

𝛼). 

 په همدې ترتیب که په  

         𝐷𝐶

1
2𝑦(𝑡) + 𝑡𝑦(𝑡) = 0   ,     𝑦(0) = 𝑦0. 

متحول ضریب لرونکې کسري دیفرانسیلي معادله باندې دشیهو تبدیل مېتود تطبیق کړو د 

 لْپلاس تبدیل مېتود په شان یی د معکوس شیهو تبدیل تابع پیدا کول آسانه کار نه دي. 

 تطبیق مېتودد توان لرونکې سلسلې 
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په ثابتو ضریبونو لْندې کسري مرتبه دیفرانسیلي معادله په نظر کې نیسو او حل یی دتوان   :مثال

 څخه په استفاده لْسته راوړو. مېتودلرونکې سلسلي 

𝐷𝐶
𝑞𝑦(𝑡) − 𝜆𝑦(𝑡) = 0 ,    0 < 𝑞 < 1    , 𝑦(0) = 𝐶0.     (37)        

په شکل لټوو او نامعلوم ضریبونه پیدا   ېتوان لرونکې سلسل پورته معادلې حل د لْندېد  :حل

 کوو. 

    𝑦(𝑡) = ∑𝐶𝑛𝑡
𝑛𝑞  

∞

𝑛=0

.                               (37)                                    

 یعنې کې سره له مشتقاتو وضع کوو. معادله  (37) په دا فرض شوي حل 

𝐷𝑐
𝑞 [∑𝐶𝑛𝑡

𝑛𝑞  

∞

𝑛=0

] − 𝜆∑𝐶𝑛𝑡
𝑛𝑞  

∞

𝑛=0

= 0 ∑𝐶𝑛+1[𝐷𝑐
𝑞 𝑥𝑛𝑞] − 𝜆∑𝐶𝑛𝑥

𝑛𝑞  

∞

𝑛=0

= 0 

∞

𝑛=0

  

 .لرو، چې څخه په استفاده سره  پوتو مشتقاد  ک

𝐷𝑐
𝛼  𝑡𝑛 =

Γ(𝑛 + 1)

Γ(𝑛 − 𝛼 + 1)
𝑡𝑛−𝛼.                                                        

 نو لیکو چې

  ∑𝐶𝑛+1
Γ((𝑛 + 1)𝑞 + 1)

Γ(𝑛𝑞 + 1)
𝑡𝑛𝑞 − 𝜆∑𝐶𝑛𝑡

𝑛𝑞 

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

= 0.                                 
 معادله کې د متحول د مساوي توان لرونکوضریبونو له مساوي کولو څخه لرو.  پورته په 

𝐶𝑛 = 𝐶0
𝜆𝑛

Γ(𝑛𝑞 + 1)
   , 𝑓𝑜𝑟 𝑛 = 1,2,3, …                                    

 له وضع کولو څخه لرو. رابطه کې   (36)قیمت په   𝐶𝑛د 

𝑦(𝑡) = ∑𝑐0
𝜆𝑛

Γ(𝑛𝑞 + 1)
𝑡𝑛𝑞                                  

∞

𝑛=0

 

  د دوه متحول میتاګ لفلر تابع له تعریف څخه حل لْسته راځي. 
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𝑦(𝑡) = 𝐶0𝐸𝑞,1(𝜆𝑡
𝑞). 

په نظر کې نیسو او حل یی   لاندې متحول ضریب ارونکې کسري دیفرانسیلد متاداه :مثال

 د توان لرونکې سلسلي مېتود پواسطه محاسبه کوو. 

𝐷𝐶
𝑞
𝑢(𝑡) = 𝜆𝑡𝑞𝑢(𝑡) ,      0  < 𝑞 < 1         𝑢(0) = 𝑢0  (38) 

په شکل لټوو او نامعلوم ضریبونه پیدا   ېتوان لرونکې سلسل پورته معادلې حل د لْندېد  :حل

 کوو. 

𝑢(𝑡) = ∑𝑢𝑘𝑡
𝑘𝑞

∞

𝑘=0

                                   (39) 

 یعنې  کوو.کې سره له مشتقاتو وضع  رابطه (37)رابطه په    (39)

𝐷𝐶
𝑞 [∑𝑢𝑘𝑡

𝑘𝑞

∞

𝑘=0

] = 𝑡𝑞∑𝑢𝑘𝑡
𝑘𝑞                 (40)

∞

𝑘=0

 

 نظر د توان لرونکې تابع کاپوتو مشتق ته لیکلاې شو. 

∑𝑢𝑘+1𝑡
𝑘𝑞
Γ((𝑘 + 1)𝑞 + 1)

Γ(𝑘𝑞 + 1)
+

∞

𝑘=0

𝜆∑𝑢𝑘𝑡
𝑘𝑞

∞

𝑘=0

= 0   (41) 

 د متحول د مساوي توانونو د ضریبونو له مساوي کولو څخه لرو. 

𝑢1Γ((𝑞 + 1) = 0 ⇒ 𝑢1 = 0. 
 همدارنګه  

𝑢2
Γ(2𝑞 + 1)

Γ(𝑞 + 1)
= 𝜆𝑢0 ⇒ 𝑢2 =

Γ(𝑞 + 1)

Γ(2𝑞 + 1
𝜆𝑢0  , 𝑢3 = 0.  

 په ورته ډول 

𝑢4 =
Γ(𝑞 + 1)

Γ(2𝑞 + 1)
𝜆𝑢2 = 𝜆

2𝑢0
Γ(𝑞 + 1)Γ(3𝑞 + 1)

Γ(2𝑞 + 1)Γ(4𝑞 + 1)
. 

 په عمومي ډول  

𝑢2𝑛+1 = 0  ,        𝑛 = 0,1,2, … 

𝑢2𝑛 = 𝜆
𝑛𝑢0

Γ(𝑞 + 1)Γ(3𝑞 + 1)⋯Γ((2𝑛 − 1)𝑞 + 1)

Γ(2𝑞 + 1)Γ(4𝑞 + 1)⋯Γ(2𝑛𝑞 + 1)
   , 

 𝑛 = 0,1,2, … (42)  
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 معادلې حل لْسته راځي.یعنې  (38)له وضع کولو څخه د  (42)رابطه کې د   (39)  په 

𝑢(𝑡)

= 𝑢0 (1 +∑𝜆𝑛
Γ(𝑞 + 1)Γ(3𝑞 + 1)⋯Γ((2𝑛 − 1)𝑞 + 1)

Γ(2𝑞 + 1)Γ(4𝑞 + 1)⋯Γ(2𝑛𝑞 + 1)
𝑡2𝑘𝑞

∞

𝑘=0

) ,  

𝑢(𝑡) = 𝑢0 [1 +∑∏
Γ((2𝑘 − 1)𝑞 + 1)𝑡2𝑛𝑞

Γ(𝑘𝑞 + 1)

𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

].    

د  𝑞کسري دیفرانسیلي معادلې حل دي، د  (38)تابع ګراف چي د  𝑢(𝑡)شکل کې د  :۱په 

𝑞مختلفو قیمتونو لپاره په ځانګړي ډول د  = 0.6 , 0.7 , 0.8 , 𝑞او  0.9 = لپاره ترسیم   1

 پروګرام څخه ګټه اخیستل شوې ده.  MATLABشوي دي او د دې ګراف د رسمولو لپاره له 

 
 د ځینو قیمتونو لپاره   𝑞تابع ګراف د   𝑢(𝑡)د  :شکل ۱

 مناقشه  

دی   یو کلاسیک مېتود  مېتود   لْپلاس تبدیلد تیرو اثارو او موندنو ړخه متلومیږي،چې د  

  د تحلیلي حل د پیدا کولو لپاره   دیفرانسیلي معادلو  قسمياو    معموليچې له ډېرو کلونو راهیسې د  

  لپاره د حل  خطي کسري دیفرانسیلي معادلو    ، همدارنګه  د لْپلاس تبدیل مېتود دکارول کېږي

کسري دیفرانسیلي معادله په الجبري     ، لْپلاس تبدیلهم کارول کیږي    چې ضریبونه یې ثابت وي 
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د متحول  خو  ،  کوياو آسانه    بڼه بدلوي، او د ابتدايي شرایطو په پام کې نیولو سره یې حل ساده  

 ضریب لرونکو کسري دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره مناسب نه دي. 

د   په څېر  تبدیل مېتود  د لْپلاس  ،چې په وروستیو کلونو کې وړاندې شوېمېتود    شیهو تبدیل

کارول   خطي کسري دیفرانسیلي معادلو لپاره، چې ضریبونه یې ثابت ويقسمي او هم د    معمولي،

کسري دیفرانسیلي معادله په الجبري بڼه بدلوي، او د ابتدايي شرایطو په پام     تبدیل  شیهو  ،کیږي

معمولًْ د صفر ابتدايي شرایطو او متجانسو    مېتود کوي. دا  او آسانه    کې نیولو سره یې حل ساده  

لپاره یې      لفلر تابعو لکه-غیر متجانسو او پیچلو میتاګ ځینو    تابعو سره خورا اغیزمن دی، خو د

  .تطبیق محدودېږي

عادي او کسري دیفرانسیلي  د ثابت او متحول ضریب  لرونکو لرونکې سلسلې مېتود د توان مګر

 . مېتود دیغوره او مناسب  لپاره د حل  معادلو

 پایله 

  د   یوازې  نهشیهو تبدیل مېتودو او    له نتایجو څخه دا پایله اخېستل کېږي چې لْپلاس  د څیړنې  

. چې ضریبونه یې ثابت وي  ،دي  غوره او مناسب   و کسري مرتبه دیفرانسیلي معادلو د حل لپاره هغ

همدرانګه، د شیهو تبدیل مېتود تطبیق او معکوس شیهو تبدیل پیدا کول نسبت لْپلاس تبدیل 

بلکې د متحول  ،د توان لرونکې سلسلې مېتود نه یوازې د ثابتو ضریبونو مېتود ته ستونزمن دي،اما

 مناسب او غوره مېتود دي.هم  د حل ضریب لرونکو کسري مرتبه دیفرانسیلي معادلو 

 ونهوړاندیز 

د څېړنې د تطبیق په برخه کې د لْپلاس او شیهو مېتودونو د متحول ضریب لرونکو معادلو لپاره .۱

د محدودیت ستونزه تر ټولو مهمه نیمګړتیا ده. راتلونکو څېړونکو ته وړاندیز کېږي چې د دې 

 . نیمګړتیا د لرې کولو اړوند نورې څیړنې وشي تر څو اړوند ستونزه حل شي

د لْپلاس او شیهو تبدیل د تطبیق پراخې څېړنې دې وشي، په خاص ډول د هغو معادلو لپاره   .۲

 .میتاګ لفلر تابع پکې موجودې وي پیچلې چې 
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