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Abstract 

The study of residues for calculating certain real 

integrals is currently a rich area of complex analysis 

with applications in various fields. The computation 

of some real integrals using analytical methods is 

difficult, and samte time not impossible. Most of 

these types of integrals can be computed using 

residues; however, the calculation of residues is 

sometimes complicated. Therefore, it is a nead to 

study the conditions for applying residue theorems, 

for solving such integrals.  In this article, the 

properties of analytic functions in a bounded region 

and their poles are utilized. First, general information 

about the topic is stated. Then, theorems that help us 

to solve such problems are stated and proven. 

Finally, the obtained results are summarized and 

stated. 
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  سریزه

ة للمتقین و الصلاة والسلام علی خیر خلقه محمد و علی آله و  الحمد لله رب العالمین و العاقب  

 أصحابه أجمعین.

مختلط انالېز د ریاضیاتویوه ډېره مهمه برخه د ه چې په ډېرو علومو کې په نظري او تطبیقي ډول  

لیدل کېږي. دا  رشته نه یوازې په ریاضیاتو کې د اهمیت وړ ده، په نورو طبیعی او انجنیری علومو 

هغو د  کې هم کارول کېږي. د مختلط انالیز یو له مهمو موضوعاتو څخه د مختلطو توابعو او د  

 ځانګړتیا مطالعه ده.

د مختلطو سلسلو نظریه په عمومی ډول او د لورانت سلسلې په  په دی برخه کې کلیدي مفهومونه  

ځانګړی ډول دي. د لورانت د سلسلې د اصلي برخې لومړی ضریب چې رېزېدو نومیږی د ډېری  

مهمی وسیلې په توګه د حقیقي انتیګرالونو په حل کې کارول کېږي. په دې مقاله کې لومړی د  

سلسلې معرفې او وروسته د لورانت د سلسلې   و لورانتاتایلور کلیدي مفهومونوله جملې څخه د 

په مرسته رېزېدو تعریف او د رېزېدو د قضایاوو په مرسته د ځینو حقیقي انتیګرالونو په محاسبه  

او   تحلیل  بیان،  لپاره قضیې  د موضوعاتو د ښه وضاحت  رېزېدو کارونه مرور شوی ده.  د  کې 

 اړونده مثالونه یې حل شوی دي. 

 لومړن مفاهیم

  يمستو که په ټوله    ودل کېږي،سلسلې په شکل ښ  تایلور  عې د  تواب  ېهولومورف:   تایلور سلسلهد  

 یکو:تایلور سلسله ل په پام کې نیولو سره دتقارب شعاع و د ، نه ويهولومورف نکې 

 مختلط متحول له تقارب شعاع  او طاقت سلسلې ترمنځ رابطې څخه  𝑧د 

  ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=0 (𝑧 − 𝑧0)

𝑘 = 𝐿     یوه، یو قېمته تابع ده. یعنې𝑓(𝑧) = 𝐿  یا وا 

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=0 (𝑧 − 𝑧0)

𝑘 = 𝐿. 

پ د    تابعیوه    𝑓ه د  ک 𝑧|     ه توګه پهطاقت سلسله  − 𝑧0| = 𝑅      ه پام کې پ   کېتقارب دایره

    و، نونیسو
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𝑓(𝑧) = ∑𝑎𝑘

∞

𝑘=0

(𝑧 − 𝑧0)
𝑘

= 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)
2 + 𝑎3(𝑧 − 𝑧0)

3

+⋯ 
 Bourchtein) د دې سلسلې مشتق  کولْی شو چې په متوالی ډول ونیسو

&Bourchtein,2021). 

 

𝑓′(𝑧) =  ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=1 𝑘(𝑧 − 𝑧0)

𝑘−1 = 𝑎1 + 2𝑎2(𝑧 − 𝑧0) + 3𝑎3(𝑧 −
𝑧0) + ⋯     

𝑓′′(𝑧) =  ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=2 𝑘(𝑘 − 1)(𝑧 − 𝑧0)

𝑘−2 = 2 ∙ 1𝑎2 + 3 ∙ 2𝑎3(𝑧 −
𝑧0) + ⋯     

𝑓′′′(𝑧) =  ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=3 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)(𝑧 − 𝑧0)

𝑘−3 = 3 ∙ 2 ∙ 1𝑎3 +⋯   
  

د طاقت یوه سلسله د بې نهایت  مشتق منونکو توابعو څخه تشکیل شوې تابع په توګه د تقارب 

د    𝑎𝑘په وروستۍ روابطو کې د    .دهدایره هولومورف  په  تقارب    ه دهغ کې  نتیجه     ه، پدایره کې ده

 تابع د مشتقونو تر منځ لْندې روابطې شته:   𝑓ضریبونو او د  

𝑓(𝑧0) = 𝑎0      .     𝑓
′(𝑧0) = 1! 𝑎1     .   𝑓

′′ (𝑧0) = 2! 𝑎2       .    𝑓′′′(𝑧0) =
3! 𝑎3        

𝑓(𝑛)(𝑧0)   ډول  یه عمومپ  = 𝑛! 𝑎𝑛 کې نتیجه  هپ 

𝑎𝑛 =
𝑓(𝑛)(𝑧0)

𝑛!
  .  𝑛 ≥ 0 

𝑎0   په پام کې نیولو سره مشتقد  ېصفر مرتبد   = 𝑓(𝑧0)  0و      ا! =  تایلور سلسله د   1

𝑓(𝑧) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑧0)

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑧 − 𝑧0)
𝑘  

 .کې په لْس راځي 𝑧0  هپ

 تایلور قضیه(د ) قضیه: 1 .1

 د سلسلې په توګه  𝑓یوه نقطه وي. نو  𝐷د     𝑧0ناحیه کې یوه هولومورف تابع او  𝐷په    𝑓   که
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𝑓(𝑧) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑧0)

𝑘!

∞

𝑘=0

(𝑧 − 𝑧0)
𝑘  

 ,Zill &Shanahan) .کوي صدق مرکزیت  𝑧0په شعاع او  𝑅دننه د  𝐷 لویې دایرې د  𝐶د 

2003) 

 𝐶وي. څرنګه چې  متحولد انتیګرال  𝑠دایرې دننه یوه معینه نقطه او   𝐶د  𝑧فرضوو   ثبوت:

𝑠| د − 𝑧0| = 𝑅  معادلې سره د𝐷   دننه دی.  د𝑓(𝑧)   قېمت د پیدا کولو لپاره د کوشي

 انتیګرال کاروو. 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∮
𝑓(𝑠)

𝑠 − 𝑧𝐶

 𝑑𝑠  =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑠)

(𝑠 − 𝑧0) − (𝑧 − 𝑧0)𝐶

 𝑑𝑠 

     =
1

2𝜋𝑖
∮
𝑓(𝑠)

𝑠 − 𝑧0𝐶

 {
1

1 −
𝑧 − 𝑧0
𝑠 − 𝑧0

}𝑑𝑠 

 چې  پوهېږو

1

1 −
𝑧 − 𝑧0
𝑠 − 𝑧0

= 1 +
𝑧 − 𝑧0
𝑠 − 𝑧0

+ (
𝑧 − 𝑧0
𝑠 − 𝑧0

)
2

+⋯+ (
𝑧 − 𝑧0
𝑠 − 𝑧0

)
𝑛−1

+
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛

(𝑠 − 𝑧)(𝑠 − 𝑧0)𝑛−1
 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∮
𝑓(𝑠)

𝑠 − 𝑧𝐶

 𝑑𝑠  +
𝑧 − 𝑧0
2𝜋𝑖

∮
𝑓(𝑠)

(𝑠 − 𝑧0)2𝐶

 𝑑𝑠

+
(𝑧 − 𝑧0)

2

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑠)

(𝑠 − 𝑧0)3𝐶

 𝑑𝑠 

+⋯+
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛−1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑠)

(𝑠 − 𝑧0)𝑛𝐶

 𝑑𝑠

+
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑠)

(𝑠 − 𝑧)(𝑠 − 𝑧0)𝑛𝐶

 𝑑𝑠 

 د مشتقونو او کوشي انتیګرال څخه په کار اخیستنې لیکلای شو چې
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1
2 10 0 0

0 0 0 0
1! 2! 1 !

−
− 

= + − + − + + − +
−

n
n

n

f z f z f z
f z f z z z z z z z R

n
L

 
 وروستی رابطه د تایلور فورمول دی په داسې حال کې چې 

 𝑅𝑛(𝑧) =
(𝑧−𝑧0)

𝑛

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑠)

(𝑠−𝑧)(𝑠−𝑧0)𝑛𝐶
 𝑑𝑠 

𝑙𝑖𝑚د تایلور باقي پاتې نومېږي. کولْی شو وښیو چې 
𝑛→∞

𝑅𝑛 =  ، نو  0

 𝑓(𝑧) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑧0)

𝑘!

∞
𝑘=0 (𝑧 − 𝑧0)

𝑘 

څخه   یېله قض  تایلورنقطه کې هولومورف نه وی. د   𝑧0تابع په   𝑓(𝑧)    که دلورانت سلسله: د 

𝑧لپاره چې د  𝑓(𝑧)    کولْی شو چې یوه سلسله  د  اکثراً کار اخیستي نه شو. مګر   − 𝑧0    مثبت  د

په  ومنفی   ا په نوم یادیږی. او  توانونو لرونکي وي پیدا کړو. دا  ډول سلسلې د لورانت سلسلې 

 . (Marshall, 2019)لْندې ډول ښودل کېږي

 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=−∞ (𝑧 − 𝑧0)

𝑘 
 لورانت قضیه(  : )د قضیه 2 .1

ناحیه  په    𝑓که   حلقوي  د    𝐷یوه  چې  𝑟کې  < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅      ،کېږي ټاکل  واسطه  په 

 په دې ناحیه کې د لورانت سلسلې په توګه  𝑓  . نووي هولومورف

 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=−∞ (𝑧 − 𝑧0)

𝑘 
 ي لهعبارت دضریبونه  𝑎𝑘ده. داسې چې د 

 𝑎𝑘 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

(𝑠−𝑧)𝑘+1𝐶
 𝑑𝑤 .  𝑘 = 0. ±1.±2.⋯ 

 . (Zill &Shanahan, 2003) یې دننه وي  𝑧0دی چې منحنی ساده تړلی  𝐷 د 𝐶و ا

 ه پام کې لرلو سرهانتیگرال پ کوشي دثبوت: 

 𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧𝐶1
 𝑑𝑤  −

1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧𝐶2
 𝑑𝑤  

  لپاره: انتیگرال  Iد  

 
1

𝑤−𝑧
=

1

(𝑤−𝑧0)(1−
𝑧−𝑧0
𝑤−𝑧0

)
 

         =
1

𝑤−𝑧0
+

𝑧−𝑧0

(𝑤−𝑧0)2
+⋯+

(𝑧−𝑧0)
𝑛−1

(𝑤−𝑧0)𝑛
+ (

𝑧−𝑧0

𝑤−𝑧0
)
𝑛 1

𝑤−𝑧
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 نو

 
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧𝐶1
 𝑑𝑤  =

1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧0𝐶1
 𝑑𝑤  +

𝑧−𝑧0

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

(𝑤−𝑧0)2𝐶1
 𝑑𝑤 

         +⋯+
(𝑧−𝑧0)

𝑛−1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

(𝑤−𝑧0)𝑛𝐶1
 𝑑𝑤 + 𝑈𝑛 

 وا

1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤 − 𝑧𝐶1

 𝑑𝑤 

= 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)
2 +⋯

+ 𝑎𝑛−1(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−1 + 𝑈𝑛 

   ې چېکداسې حال په 

𝑎0 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤 − 𝑧0𝐶1

 𝑑𝑤   .    𝑎1

=
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

(𝑤 − 𝑧0)2𝐶1

 𝑑𝑤 . ⋯ . 

𝑎𝑛−1 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

(𝑤 − 𝑧0)𝑛𝐶1

 𝑑𝑤   .   𝑈𝑛

=
1

2𝜋𝑖
∮ (

𝑧 − 𝑧0
𝑤 − 𝑧0

)
𝑛 𝑓(𝑤)

𝑤 − 𝑧0𝐶1

 𝑑𝑤 

  لپاره: انتیگرال  IIد  

 −
1

𝑤−𝑧
=

1

𝑧−𝑤
=

1

(𝑧−𝑧0)(1−
𝑤−𝑧0
𝑧−𝑧0

)
 

     =
1

𝑧−𝑧0
+

𝑤−𝑧0

(𝑧−𝑧0)2
+⋯+

(𝑤−𝑧0)
𝑛−1

(𝑧−𝑧0)𝑛
+ (

𝑤−𝑧0

𝑧−𝑧0
)
𝑛 1

𝑧−𝑤
 

 

 ون
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 −
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧𝐶2
 𝑑𝑤  =

1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑧−𝑧0𝐶2
 𝑑𝑤  +

1

2𝜋𝑖
∮

𝑤−𝑧0

(𝑧−𝑧0)2𝐶1
 𝑑𝑤 

         +⋯+
1

2𝜋𝑖
∮

(𝑤−𝑧0)
𝑛−1

(𝑧−𝑧0)𝑛𝐶1
𝑓(𝑤)𝑑𝑤 + 𝑉𝑛 

 −
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑤)

𝑤−𝑧𝐶2
 𝑑𝑤  =

𝑎−1

𝑧−𝑧0
+

𝑎−2

(𝑧−𝑧0)2
+⋯+

𝑎−𝑛

(𝑧−𝑧0)𝑛
+ 𝑉𝑛 

   ې چېک په دې حال

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 2

1 2

1 2 0

1 0
0

0

1 1
, ,

2 2

1 1
,

2 2

 

 

− −

−

−

= = −

 −
= − =  

− − 

 

 

L
C C

n

n

n n
C C

a f w dw a w z f w dw
i i

f ww z
a w z f w dw V dw

i i z z z w 
 کې نتیجه  هپ 

 𝑓(𝑧) = [𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) +
𝑎2(𝑧 − 𝑧0)

2 +⋯+ 𝑎𝑛−1(𝑧 − 𝑧0)
𝑛−1] 

  +[
𝑎−1
𝑧 − 𝑧0

+
𝑎−2

(𝑧 − 𝑧0)2
+⋯+

𝑎−𝑛
(𝑧 − 𝑧0)𝑛

] + 𝑈𝑛 + 𝑉𝑛 

𝑙𝑖𝑚     کولْی شو وښیو چې
𝑛→∞

𝑈𝑛 = 𝑙𝑖𝑚و ا0
𝑛→∞

𝑉𝑛 = 0. 

 :ه لْندې ډول ښودل کېږيپ  لورانت سلسلهد

𝑓(𝑧) = [𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)
2 +⋯+

𝑎−1
𝑧 − 𝑧0

+
𝑎−2

(𝑧 − 𝑧0)2

+⋯] 

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮

𝑓(𝑧)

(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1𝐶1

 𝑑𝑧   𝑛 = 0.1.2.3.⋯ 

𝑎−𝑛 =
1

2𝜋𝑖
∮ (𝑧 − 𝑧0)

𝑛−1𝑓(𝑧)
𝐶1

 𝑑𝑧   𝑛 = 0.1.2.3.⋯ 

𝑧د لورانت د سلسلې لومړی برخه چې په کې   − د منفي توانونو لرونکې نه دی، د هولومورف    1

𝑧برخې( په نوم او دوهمه برخه چې په کې   صحیح) − د منفی توانونو لرونکې دی، د اصلی   1

 .(Zakeri, 2021; Beck et al.,2018)برخې په نوم یادېږي
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 رېزېدو

 د رېزېدو کلمه د باقي پاتې په معنا ده.  په دې مقاله کې د رېزېدو اصطلاح څخه کار اخلو.  

ضریب له    𝑎−1      درېزېدو : 
1

(𝑧−𝑧0)
 ې لورانت سلسلحده د    

 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=−∞ (𝑧 − 𝑧0)

𝑘 
 کېږي.  ارائه په لْندې ډول  ه نقطه کې د دې تابع  رېزېدو بلل کېږي او  منفرد په  𝑧0څخه د 

𝑎−1 = 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) 
0     ې اصلی برخه د  لورانت سلسلکه د   < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅  لپاره د منلو وړ وي،  او د متناهی

ې سلسل  ی او که دقطب د    n   مرتبه   𝑧0ضریب لرونکې حدونه د صفر خلاف وي نو  𝑎−𝑛  شمیر  

منفرده لْزمه    𝑧0اصلی برخه د نا متناهی شمېر لرونکو حدونه  د صفر خلاف ضریب وي، نو  

 نقطه ده. 

𝑧   په     𝑓  ه ک قضیه: 3 .1 = 𝑧0   نو ،لريقطب و وساده  یکې 

𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[(𝑧 − 𝑧0)𝑓(𝑧)] 

(Priestley, 2006). 

𝑧 رنګه چې څ  ثبوت:  = 𝑧0  د𝑓  ه پ ه یې  سلسل لورانت و د، نید قطب  سادهیو  ه پ 

 0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅  ه او لْندې بڼه لري.د همتقاربکې  ناحیه  

𝑓(𝑧) =
𝑎−1
𝑧 − 𝑧0

+ 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)
2 +⋯ . 𝑎−1 ≠ 0 

 یا 

(𝑧 − 𝑧0)𝑓(𝑧) = 𝑎−1 + 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)
2 +⋯ . 𝑎−1

≠ 0 
 ه دې ځایه لرو ل

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[(𝑧 − 𝑧0)𝑓(𝑧)]

= 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[𝑎−1 + 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)
2 +⋯ ] 

                              = 𝑎−1 = 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) 

𝑓(𝑧)       که  قضیه:  4 .1 =
𝑝(𝑧)

𝑞(𝑧)
𝑝(𝑧0)  داسې چې   ≠ قطب په   ساده یو  𝑞(𝑧)و   ا  0

𝑧 = 𝑧0   و، نلریو 𝑓 هپ مه  𝑧 = 𝑧0     رونکې ده اولد ساده قطب  
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 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) =
𝑝(𝑧)

𝑞′(𝑧)
 

(Conway, 2002). 

𝑧لپاره په  تابع 𝑞(𝑧)     د تایلور سلسله د  ثبوت: = 𝑧0 کې  

𝑞(𝑧) = 𝑞(𝑧0) +
𝑞′(𝑧)

1!
(𝑧 − 𝑧0) + +

𝑞′
′(𝑧)

2! (𝑧 − 𝑧0)2
 

 ه بنسټ دستور پ بڼه لري. د مخکني

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )

0 0

0

0

0

0 0

0

2

0 0

2

0 0

Re , lim lim

lim

1! 2!

lim

1! 2! 2!

→ →

→

→

−
= − =  

−
=

 
− + − +

=
  

+ − + − +

=


L

L

z z z z

z z

z z

z z p z
s f z z z z f z

q z

z z p z

q z q z
z z z z

p z

q z q z q z
z z z z

p z

q z 
𝑧  ه پ 𝑓   هکقضیه:   5 .1 = 𝑧0      کې  𝑛   و، نقطب ولري یې مرتبه  

𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) =
1

(𝑛 − 1)!
𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[
𝑑𝑛−1

𝑑𝑧𝑛−1
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧)] 

Ablowitz, 2003)) . 

𝑧  هپ 𝑓رنګه چې څ ثبوت: = 𝑧0  کې د𝑛  ه یې  سلسل لورانت ودنلرونکې ده،  قطب   یې مرتبه

0ه   پ < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑅  ه او لْندې بڼه لريد همتقاربکې  ناحیه 

 𝑓(𝑧) =
𝑎−𝑛

𝑧−𝑧0
+⋯+
𝑎−1

(𝑧−𝑧0)𝑛
+ 𝑎0 + 𝑎1(𝑧 − 𝑧0) + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)

2 +⋯ 

𝑧)    که د پورتني مساواتو دواړه خواوې په − 𝑧0)
𝑛  ضرب کړو، نو 

(𝑧 − 𝑧0)
𝑛𝑓(𝑧) = 𝑎−𝑛 +⋯+ 𝑎−1(𝑧 − 𝑧0)

𝑛−1 + 𝑎0(𝑧 − 𝑧0)
𝑛 +

𝑎1(𝑧 − 𝑧0)
𝑛+1 + 𝑎2(𝑧 − 𝑧0)

𝑛+2 +⋯  
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𝑛که د پورتنۍ رابطې  د دواړو خواوو  −  په لْس راوړل شي، نو   مشتقات،  ام 1

 
𝑑𝑛−1

𝑑𝑧𝑛−1
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧) =

(𝑛 − 1)! 𝑎−1 + 𝑛! 𝑎0(𝑧 − 𝑧0) + (𝑛 + 1)! 𝑎1(𝑧 − 𝑧0)
2 +⋯ 

 او

𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[
𝑑𝑛

𝑑𝑧𝑛
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧)] = (𝑛 − 1)! 𝑎−1 

   ېیعن

 𝑎−1 =
1

(𝑛−1)!
𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[
𝑑𝑛−1

𝑑𝑧𝑛−1
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧)] 

 کې نتیجه ه پ

 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) =
1

(𝑛−1)!
𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[
𝑑𝑛−1

𝑑𝑧𝑛−1
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧)] 

 (  قضیه کوشيد رېزېدو  د قضیه: ) 6 .1

، په اسثنا د  او د هغه دننه  𝐶مختلطه تابع پر    𝑓په ناحیه کې وي، د   𝐷ساده او تړلی مسیر د   𝐶که 

 له دننه، هولومورف وي. نو   𝐶منفردو نقطو د   𝑧𝑛و  ا.... 𝑧1   ،𝑧2  ،𝑧3یو معین شمېر  

 ∮ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧𝑘)
𝑛
𝑘=1𝐶

 
Ponnusamy, 2008) Bak & Newman, 2003; ). 

  لرونکو   ونوکز ر م   𝑧𝑛.... و  𝑧1    ،𝑧2    ،𝑧3د     سره  په ترتیب   𝐶𝑛 و   ا....  𝐶1    ،𝐶2    ،𝐶3  وفرضو ثبوت:  

  𝐷  اسې وټاکل شي چې یوبل سره ګډې نقطې و نه لري او دد  ې وي، او شعاع ګانې یېدایر و  نقط

 ېصورت ک ، په دېناحیې  د ننه پرتې وي

 ∮ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = ∑ ∮ 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =
𝐶𝑘

𝑛
𝑘=1 2𝜋𝑖 ∑ 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧𝑘)

𝑛
𝑘=1𝐶
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 ېنقط ېمنفرد nدننه Cد شکل:  ۱

 کار وونه   رېزېدوقضي  دکوشي د 

 د رېزېدو د ځانګړتیا څخه په ګټه اخیستنې سره، غواړوځینې مهم انتیګرالونه محاسبه کړو. 

𝑓(𝑧)  د  :مثال1. = 𝑧−3 𝑠𝑖𝑛 𝑧      جهت     د ساعت د عقربې د حرکت مخالف  تابع انتیگرال 

 . (Stewart &Tall, 2018)کې د واحدی دایرې پر مسیر محاسبه کړئ

 ه لهلورانت سلسله عبارت د دتابع د حل: 

 𝑓(𝑧) =
𝑠𝑖𝑛 𝑧

𝑧3
=

1

𝑧3
−

1

3!𝑧
+

𝑧

5!
−
𝑧3

7!
+, ,, 

|𝑧|د   > 𝑧ده،   ه متقاربلپاره   0 =   یې و رېزېدودی، ا  قطب  یې مرتبه دری  𝑓(𝑧)د  و د ی  0

𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 0) = 𝑎−1 = −
1

3!
 کې  نتیجهه ،  پ هد  

 ∮
𝑠𝑖𝑛 𝑧

𝑧3
𝑑𝑧

𝐶
= 2𝜋𝑖 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 0) = (2𝜋𝑖) (−

1

3!
) =

𝜋

3
𝑖 

∮د     :مثال. 2
𝑑𝑧

𝑧4+1𝐶
ترمنځ   𝑅 او 𝑅−د نیمې دایرې حلقوي مسیر د   𝐶چېرته چې انتیگرال   

 دی، محاسبه کړئ.  قطعه خط

 حل:  
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𝑓(𝑧)د  =
1

𝑧2+1
𝑒تابع د  

𝜋𝑖

𝑒 او 4
3𝜋𝑖

دوه ساده  قطب لرونکي  ده. او د ناطقو توابعو د رېزېدو   4

 د دستور مطابق لرو چې

𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑒
𝜋𝑖
4 ) = (

1

4𝑒
3𝜋𝑖
4

) =
𝑒
−3𝜋𝑖
4

4
=
−1 − 𝑖

4√2
 

 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑒
3𝜋𝑖

4 ) = (
1

4𝑒
9𝜋𝑖
4

) =
𝑒
−𝜋𝑖
4

4
=

1−𝑖

4√2
 

∮
𝑑𝑧

𝑧4 + 1𝐶

= 2𝜋𝑖 [𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑒
𝜋𝑖
4 ) + 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑒

3𝜋𝑖
4 )] 

     = 2𝜋𝑖 (
−1 − 𝑖

4√2
+
1 − 𝑖

4√2
) (
−2

4√2
) =

−4𝑖2𝜋

4√2
=
𝜋

√2
 

 

 کاروونه 

تابع   مناسبې  د  چې  شو  کولْی  انتیګرالونه  حقیقي  پر     𝑓(𝑧)ځینې  انتخاب  مناسب    𝐶د 

 .  ړومحاسبه کمسیر 

ونه د ځینې حقیقي انتیګرالونو د محاسبو لپاره له رېزېدو څخه په  مېتودپه دې برخه کې څو ګټور  

 ګټه اخیستلو بیان کړو. 

 

∫ونو محاسبه انتیگرال ي حقیقي غیر عاد د 𝒇(𝒙)
∞

−∞
 𝒅𝒙 

د ځینو حقیقي انتیګرالونو محاسبه په معمولي مېتودونو ستونزمنه وي،  داسې انتیګرالونه د مخلطو 

توابعو د ترکیب په توګه په پام کې نیولو سره او د مختلط انتیګرال نیونې ځانګړتیا ته په پام سره  

 . (Gamelin, 2001) انتیګرال محاسبه کېږي مطلوبځینې برخې یې صفر کېږي په نتیجه کې 

 

|𝑔(𝑧)|ه  ک ≤ 𝑀/𝑅𝑘     د  𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃   ، لپاره𝑘 >  نو .يثابت عدد و  𝑀و ا  1

 𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

|∫ 𝑔(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

| = 0 

 ،  نیمه دایره ده. شعاعپه  𝑅  د      𝐶ې چې   ک حال داسېپه 
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 (Brown & Churchill, 2009) نیمه دایره شعاعپه  𝑅  د      𝐶شکل:   ۲

 د انتیګرال ځانګړتیا ته په پام کې لروسره ثبوت: 

|∫𝑔(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

| <
𝑀

𝑅𝑘
𝜋𝑅 =

𝜋𝑀

𝑅𝑘−1
 

𝐿رنګه چې څ    = 𝜋𝑅 نو  . اوږد والی دی د قوس دایرې هنیم د 

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

|∫𝑔(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

| < 𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

𝜋𝑀

𝑅𝑘−1
= 0 ⇒ 𝑙𝑖𝑚

𝑅→∞
|∫𝑔(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

| = 0 

 ون

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

|∫𝑔(𝑧)𝑑𝑧
𝐶

| = 0 

∫     د   :مثال.3
𝑑𝑡

𝑡2+1

∞

0
 محاسبه کړئ.  نتیگرالا  

∫حل:  
𝑑𝑧

𝑧4+1

∞

0
د نیمی دایرې حلقوی مسیر    𝐶په پام کې نیسو، داسی چې که  مختلط انتیگرال   

دی. دا انتیګرال د دوه انتیګرالونو د مجموعې په حیث د نیمه    قطعه خطترمنځ     𝑅  او  𝑅−د  

.𝑅−]دایرې د اوږد والي او د مستقیم قطعه خط 𝑅]   کېږي.  ارائهپه لْندې ډول 

∮
𝑑𝑧

𝑧4 + 1𝐶

= ∫
𝑑𝑡

𝑡4 + 1

𝑅

−𝑅

+∫
𝑖𝑅𝑒𝑖𝑡

𝑅4𝑒4𝑖𝑡 + 1

𝜋

0

 𝑑𝑡 

 چې پوهېږو 

|∫
𝑖𝑅𝑒𝑖𝑡

𝑅4𝑒4𝑖𝑡 + 1

𝜋

0

 𝑑𝑡| ≤
𝜋𝑅

𝑅4 − 1
 

𝑅     هک →  نو  ∞
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𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

∫
𝑖𝑅𝑒𝑖𝑡

𝑅4𝑒4𝑖𝑡 + 1

𝜋

0

 𝑑𝑡 = 0 

 ون

 𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

[∫
𝑑𝑡

𝑡4+1
+ ∫

𝑖𝑅𝑒𝑖𝑡

𝑅4𝑒4𝑖𝑡+1

𝜋

0
 𝑑𝑡

𝑅

−𝑅
] = ∮

𝑑𝑧

𝑧4+1𝐶
 

 ه پام کې نیولو سره مثال  پ   2د  

 ∫
𝑑𝑡

𝑡4+1

∞

−∞
 + 𝑙𝑖𝑚

𝑅→∞
∫

𝑖𝑅𝑒𝑖𝑡

𝑅4𝑒4𝑖𝑡+1

𝜋

0
 𝑑𝑡

⏟            
0

= ∮
𝑑𝑧

𝑧4+1𝐶
=

𝜋

√2
 

 کې  نتیجه هپ

 ∫
𝑑𝑡

𝑡4+1

∞

−∞
=

𝜋

√2
 

 محاسبه نو انتیگرالو  مثلثاتید 

ناطق   مثلثاتي  او  ∫ونه  انتیگرالحقیقي  𝐹(𝑐𝑜𝑠 𝜃 . 𝑠𝑖𝑛 𝜃)
2𝜋

0
 𝑑𝜃     له انتیگرال  مختلطد ونو 

|𝑧|جنسه پر واحده  = کېږي. په دې منظور    ارایهد مختصاتو مبدأ وي،    یېدایره  چې مرکز      1

𝑧د   = 𝑒𝑖𝜃     0  ه  پ  ارایه  پارامتری ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋    .کې د واحدې دایرې لپاره په نظر کې نیسو

 په دې صورت کې 

 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑒𝑖𝜃+𝑒−𝑖𝜃

2
 .  𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝑒𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
 .  𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 

  𝑑𝑧 = 𝑖𝑒𝑖𝜃𝑑𝜃 = 𝑖𝑧𝑑𝜃 .  𝑧−1 =
1

𝑧
= 𝑒−𝑖𝜃 

 وا

 𝑑𝜃 =
𝑑𝑧

𝑖𝑧
 .  𝑐𝑜𝑠 𝜃 =

𝑧+𝑧−1

2
 .  𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝑧−𝑧−1

2𝑖
 

 

∫ونو په پام کې نیولو سره د تعویضد پورتنی  𝐹(𝑐𝑜𝑠 𝜃 . 𝑠𝑖𝑛 𝜃)
2𝜋

0
 𝑑𝜃  حقیقي انتیګرالونه  

 .  (Howie, 2004) دایره باندی په لْندې ډول تبدیل کېږي 𝐶په یو مختلط انتیګرال پر  

 ∫ 𝐹(𝑐𝑜𝑠 𝜃 . 𝑠𝑖𝑛 𝜃)
2𝜋

0
 𝑑𝜃 = ∮ 𝐹 (

1

2
(𝑧 + 𝑧−1).

1

2𝑖
(𝑧 − 𝑧−1))

𝑑𝑧

𝑖𝑧𝐶
   

|𝐶 |𝑧ې چې  ک حال اسې په د =  دایره وي.  ،  1
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∫  د  مثال:.4
1

(2+𝑐𝑜𝑠 𝜃)2

2𝜋

0
 𝑑𝜃  کړئ. انتیگرال محاسبه 

 ونو په تطبیق سره لروچېتعویضد اړونده حل: 

 ∫
1

(2+𝑐𝑜𝑠 𝜃)2

2𝜋

0
 𝑑𝜃 = ∮

1

(2+
𝑧+𝑧−1

2
)
2𝐶

𝑑𝑧

𝑖𝑧
=
4

𝑖
∮

𝑧

(𝑧2+4𝑧+1)2𝐶
𝑑𝑧 

𝑧    رنګه چې څ + 4𝑧 + 1 = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑧2)    د    𝑧1 = −2 −  و پاره ال  3√

      𝑧2 = −2 +  .هد  3√

𝑓(𝑧) =
𝑧

(𝑧2 + 4𝑧 + 1)2
=

𝑧

(𝑧 − 𝑧1)2(𝑧 − 𝑧2)2
 

𝑧2و    ا  = −2 +  دی چې د دایرې دننه قرار لري، نو  قطب یې مرتبهد تابع دوه    3√

∮
𝑧

(𝑧2 + 4𝑧 + 1)2𝐶

𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧2)

= 2𝜋𝑖 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧2

𝑑

𝑑𝑧
[(𝑧 − 𝑧2)

2𝑓(𝑧)] 

            = 2𝜋𝑖 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧2

𝑑

𝑑𝑧

𝑧

(𝑧 − 𝑧2)2
= 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧2

−𝑧 − 𝑧

(𝑧 − 𝑧1)3
 

                                =
2𝜋𝑖

6√3
 =

𝜋𝑖

3√3
     

 کې نتیجه  هپ

∫
1

(2 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)2

2𝜋

0

 𝑑𝜃 =
4

𝑖
∮

𝑧

(𝑧2 + 4𝑧 + 1)2
𝑑𝑧 =

4

𝑖𝐶

(
𝜋𝑖

3√3
) =

4𝜋

3√3
 

 

 محاسبه  ونو انتیگرالد  فوریه د  

∫     د 𝑓(𝑥)
∞

−∞
𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑥 𝑑𝑥  و   ا∫ 𝑓(𝑥)

∞

−∞
𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥 𝑑𝑥  فوریه  انتیګرالونه د

 انتیګرالونو په نوم یادیږی. پوهېږوچې

                      ∫ 𝑓(𝑥) 
∞

−∞
𝑒𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)

∞

−∞
(𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥)𝑑𝑥 

∫د   محاسبه لونوفوریه انتیگراو د ن 𝑓(𝑥) 
∞

−∞
𝑒𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥   ارجاع کېږيمحاسبې ته . 
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|𝐹(𝑧)|   که  قضیه:   7 .1 ≤ 𝑀/𝑅𝑘   د  𝑧 = 𝑅𝑒𝑖𝜃 او    ،لپاره𝑘 >  اعدادثابت   𝑀و  ا  0

  و. نيو 

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

∫𝑒𝑖𝑚𝑧

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = 0 

 دد ویع مثبت ثابت  𝑚وانیم دایرې قوس  دشکل مطابق د  𝐶ې چې   ک حال داسې په 

(Brown & Churchill, 2009). 

 
 نیم دایرې قوس  د 𝐶شکل:   ۳

𝑧 د  ثبوت:  = 𝑅𝑒𝑖𝜃 پاره  ل 

∫𝑒𝑖𝑚𝑧

𝐶

𝑓(𝑧)𝑑𝑧 = ∫ 𝑒𝑖𝑚𝑅𝑒
𝑖𝜃
𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃) 

𝜋

0

𝑖 𝑅𝑒𝑖𝜃 𝑑 𝜃 

 ون

|∫ 𝑒𝑖𝑚𝑅𝑒
𝑖𝜃
𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃)𝑖 𝑅𝑒𝑖𝜃 𝑑 𝜃

𝜋

0

| ≤ ∫ |𝑒𝑖𝑚𝑅𝑒
𝑖𝜃
𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃)𝑖𝑅𝑒𝑖𝜃| 𝑑𝜃

𝜋

0

 

= ∫ |𝑒𝑖𝑚𝑅𝑐𝑜𝑠 𝜃−𝑚𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃)𝑖𝑅𝑒𝑖𝜃|𝑑𝜃
𝜋

0

= ∫ |𝑒−𝑚𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃)𝑅|||
𝜋∫

0

 

≤
𝑀

𝑅𝑘−1
∫ 𝑒−𝑚𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑑𝜃
𝜋

0

=
2𝑀

𝑅𝑘−1
∫ 𝑒−𝑚𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑑𝜃

𝜋
2

0
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𝑠𝑖𝑛 شکل:   ۳ 𝜃 ≥

𝜋

2
 

 

𝑠𝑖𝑛څخه لیدل کېږي چې که   شکل ۴له  𝜃 ≥
𝜋

2
0د     ≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 لپاره     

 

|∫ 𝑒𝑖𝑚𝑅𝑒
𝑖𝜃
𝑓(𝑅𝑒𝑖𝜃)𝑖 𝑅𝑒𝑖𝜃 𝑑 𝜃

𝜋

0

| ≤
2𝑀

𝑅𝑘−1
∫ 𝑒−2𝑚𝑅

𝜃
𝜋𝑑𝜃

𝜋
2

0

=
𝜋𝑀

𝑚𝑅𝑘
(1 − 𝑒−𝑚𝑅) 

 

𝑅  که →  نو ځکه ، يثابت د 𝑘و ا 𝑚  رنګه چې و څا مقدار صفر کېږي ا د   ∞

 

𝑙𝑖𝑚
𝑅→∞

∫𝑒𝑖𝑚𝑧𝑓
𝐶

(𝑧) 𝑑𝑧 = 0 

 

∫    وښایاست چې د  مثال: ۵
𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥

𝑥2+1

∞

0
 𝑑𝑥 =

𝜋

2
𝑒−𝑚  لپاره 𝑚 > 0 

 .(Brown &  Churchill, 2009) 

∮  د  حل: 
𝑒𝑖𝑚𝑧

𝑧2+1𝐶
 𝑑𝑧 ه انتیگرال پ𝐶   لْندې  انتیگرال   ر.  ت ه پام کې نیسوشکل مطابق پکې د

𝑧ه   پ تابع = ±𝑖   یوازې  ورونکې ده اقطب ل ې د ساده ک 𝑧 = 𝑖  د   𝐶  د ننه دی. 

∮
𝑒𝑖𝑚𝑧

𝑧2 + 1𝐶

 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑖) 
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                             = 2𝜋𝑖𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑖

[(𝑧 − 1)
𝑒𝑖𝑚𝑧

(𝑧+𝑖)(𝑧−𝑖)
] = 2𝜋𝑖 (

𝑒−𝑚

2𝑖
) = 𝜋𝑒−𝑚 

∫
𝑒𝑖𝑚𝑥

𝑥2 + 1

𝑅

−𝑅

 𝑑𝑥 + ∫
𝑒𝑖𝑚𝑧

𝑧2 + 1𝐶

 𝑑𝑧 = 𝜋𝑒−𝑚 

∫
𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑥

𝑥2 + 1

𝑅

−𝑅

 𝑑𝑥 + 𝑖 ∫
𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥

𝑥2 + 1

𝑅

−𝑅

 𝑑𝑥 + ∫
𝑒𝑖𝑚𝑧

𝑧2 + 1𝐶

 𝑑𝑧 = 𝜋𝑒−𝑚 

2∫
𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑥

𝑥2 + 1

𝑅

0

 𝑑𝑥 + ∫
𝑒𝑖𝑚𝑧

𝑧2 + 1𝐶

 𝑑𝑧 = 𝜋𝑒−𝑚 

𝑅    له چې ک →  د ښی خوا دویم انتیګرال صفر کېږي. په نتیجه کې    ∞

  

∫
𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑥

𝑥2 + 1

𝑅

0

 𝑑𝑥 =
𝜋

2
𝑒−𝑚 .  𝑚 > 0 

 مناقشه 

په محاسبه کې ښا انتیګرالونو  کاروونه د حقیقي  د رېزېدوګانو  انالېز کې  په ځینو    یېپه مختلط 

مواردو کې ستونزمن او پیچلي وي، نو د دې ستونزو د لرې کولو لپاره باید دا موضوع ډېره مطالعه 

 شی. 

له   او  واخلو  ګټه  موثره  ور څخه  څو  تر  کوي  مرسته  موږ سره  درک  ستونزو  او  محدودیتونو  د 

 احتمالی تېروتنوڅخه مخنیوی وکړو. دلته پر ځینو مواردو بحث او مناقشه کوو. 

ځینې توابع ممکن چې په آساني د رېزېدو په کارونې سره د سپړنې )تحلیل( وړ نه وي. یعنې هغه  

توابع چې په خاصو نقطو کې غیر هولومورف یا پیچلي حل لري. ممکن چې نورو مېتودونو ته  

پیچلې  محاسبه  ممکن  کې  مواردو  ځینو  په  همدارنګه  او  ولري  وي.  و  ا  اړتیا  وړونکي  وخت 

په  لري چې  امکان  لپاره مهم دی. ځکه  نیونې  انتیګرال  د  ټاکل هم  مسیر  مناسب  د  همدارنګه 

 آسانی د محاسبې وړ نه وي. 

د رېزېدو ګانو استعمال د حقیقي انتیګرالونو د محاسبې او د مختلط انالیز د تحلیل لپاره کولْی 

شی چې د محاسباتو لپاره په اسانتیا او دقت سره لْزمه مرسته وکړي. مګر د مختلط انالېز مطالعی  

ې دخاصو شرایطو پورې تړاو  مسئلته ډېره اړتیا لری. د مناسب مېتود ټاکل ، د تابع په نوعیت او د 

 لري. 
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 پایله   

په مختلط انالیز کې یو له ګټورو تخنیکونو څخه د ځینو حقیقي انتیګرالونو د محاسبې لپاره له  

ده، چې موږ ته اجازه راکوي تر څو حقیقي انتیګرالونه  رېزېدو او اړوندو قضیو څخه ګټه اخیستنه  

د مختلطو انتیګرالونو په ګټه اخیستني سره محاسبه کړو. په پايله کې د رېزېدو او اړوند قضیو د  

 مرور څخه وروسته لْندې پایلې په لْس راځي.

𝑧  ه پ fه ک • = 𝑧0   نو ، لریقطب و  سادهیو 

𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[(𝑧 − 𝑧0)𝑓(𝑧)] 

𝑓(𝑧)    هک • =
𝑝(𝑧)

𝑞(𝑧)
𝑝(𝑧0)اسی چې د   ≠ 𝑧ه  قطب  پ وساده  ی  𝑞(𝑧)و ا   0 =

𝑧0  نو، لريو 𝑓  م په ه𝑧 = 𝑧0   و رونکی دی ، اقطب لد ساده 

 𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) =
𝑝(𝑧)

𝑞′(𝑧)
 

𝑧  هپ fکه  • = 𝑧0    ،𝑛   نو، مرتبه يی قطب ولري 

𝑅𝑒 𝑠 (𝑓(𝑧). 𝑧0) =
1

(𝑛 − 1)!
𝑙𝑖𝑚
𝑧→𝑧0

[
𝑑𝑛−1

𝑑𝑧𝑛−1
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛𝑓(𝑧)] 

 په مرسته سربیره پر مختلط انتیګرالونو، هغه حقیقي انتیګرالونه چې رېزېدو د

∫ 𝐹(𝑐𝑜𝑠 𝜃  𝑠𝑖𝑛 𝜃)
2𝜋

0

 𝑑𝜃   ∫ 𝑓(𝑥)
∞

−∞

 𝑑𝑥 

∫ 𝑓(𝑥)
∞

−∞
𝑐𝑜𝑠𝑚 𝑥 𝑑𝑥   ∫ 𝑓(𝑥)

∞

−∞
𝑠𝑖𝑛𝑚 𝑥 𝑑𝑥     

 . حل کېږي شکل ولري

 وړاندیز

ارېزېدو    ګټه  قضاړوند    وګاني  په  دی،  چې  بحث  بنسټیز  او  ور  ګټه  خورا  انالېز  مختلط  د  يې 

بیلو برخو کې کولْی شو لْزمې څېړنې  بیلا  په  تطبیقي علومو  او  اخیستنې سره یې د ریاضیاتو 

 وکړو. 

يو څخه په ګټه اخیستنې په راتلونکې کې د رېزېدو د قضاړونده    و ا  رېزېدووړاندیز کوم چې د   

 قضیو او د ګرافونو تیوري ترمنځ د اړیکو په هکله څېړنې وشي. 
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